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I) L’ensemble des nombres entiers naturels
II) Diviseurs et multiples d’un nombre entier naturel
lIl) Les nombres pairs et impairs
IV) Les nombres premiers
V) Le plus grand commun diviseur
VI) Le plus petit commun multiple

Notion d’arithmétique et ’Ensemble des nombres

I) L’ensemble N
1) Définition : Tous les nombres entiers naturels composent un ensemble. On note : N = {O;L‘ 2;...}

N : C’est 'ensemble des entiers naturels
0, 1, 2 et 5676 sont des entiers naturels.
Par contre -45 n'en est pas un.
Remarque : 1) On dit que ces entiers sont naturels car ce sont ceux que I'on utilise naturellement
dans la vie de tous les jours.
2) Il existe une infinité d'entiers naturels.
2) Vocabulaire et symbole :
a) Le nombre 0 est le nombre entier naturel nul.
b) Les nombres entiers naturels non nuls composent un ensemble, nous le notons par le symbole :
N"={1,2;...} =N—{0}
c) 7 est un nombre entier naturel, on écrit: 7eN
Onlit : 7 appartienta N
d) (-3) N’est pas un nombre entier naturel, on écrit—3¢ N on lit : -3 n’appartient pas a N
Exercice0l : Compléter les expressions suivantes a l'aide des symboles: € ; ¢ ; C; &
15

4. N ; %_,,N; \/Z..N; %“N; —?..N; 12-32..N ;J25.N ; 2,12..N; 0...N" ;__"13?0,_N

7.N;{L27.N ; (4-212).N ; N°..N ;{0}..N ; 10...{1,8;9;11;12} ; 5....&

2
Correction: —4.¢N ; géN; \/EﬁN X %eN; —%eN; 12-32¢N ; J25eN ; 2,12¢N ; 0g N*

“/lzo_OeN , 72N ;{127 cN ; {4-212}¢N ; N" = N; {O}CN ;10¢{1,8,9;11,12} ; 5

II) Diviseurs et multiples d’'un nombre entier naturel

1)Définition : Soient: aeN, beN"

On dit que : a est un multiple de b ou que b est un diviseur de : a s'il existe un entier naturel k tel
gue : a=kxb ; On dit aussi que b est un diviseur de a.

Remarque : Tout nombre entier naturel non nul a admet au moins deux diviseurs, 1 et a.
Le nombre 0 est un multiple de tous les hombres entiers naturels.

- Le nombre 1 est un diviseur de tous les nombres entiers naturels.

Exemple : Ona: 145=5x%x29 alors : 5 et 29 sont des diviseurs de 145
12=4x3=1x12=6x2

4,3,1,12, 6 et 2 sont des diviseurs de 12

Par contre 5 n’est pas un diviseur de 12 car :12+5¢ N

Exercice02 : 1) Déterminer les multiples de 9 comprises entre : 23 et 59

2) Déterminer les diviseurs de 56

3) Existe-t-il un nombre multiple de 12 et diviseur de 80

Correction : 1) Les multiples de 9 s’écrivent sous la forme : 9k avec: ke N
Onadonc: 23<9k <59 Signifie que: 23/9<k<59/9
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Signifie que : 2.5<k<6.5 donc : k {3,456}

Par suite : les multiples de 9 comprises entrent : 23 et 59 sont: 9x3 ; 9x4; 9x5; 9x6
Cestadire: 27 ;36 :45; 54

2) Déterminons les diviseurs de 56 :56 =8x7 =2°x 7'

llya: (3+1) x(1+1) =4 x2 = 8diviseurs

Les diviseursde 56sont:1;3;4;7;8;14;28;56

3)s'’il Existait un nombre n multiple de 12 c’est-a-dire s’il existait un nombre n tel que 12 divise n et n
divise 80

Par transitivité 12 divise 80 ce qui est impossible

Résultat : il n’existe aucun un nombre multiple de 12 et diviseur de 80

2)Criteres de divisibilité

Soit n un nombre entier naturel, n est divisible par :

a) 2 si et seulement si son nombre d’'unités est: 0, 2, 4, 6 ou 8.

b) 3 si et seulement si la somme de ces chiffres est divisible par 3.

c) 4 si et seulement si le nombre formé par ces deux derniers chiffres est divisible par 4.

d) 5 si et seulement si son nombre d’unités est : 0 ou 5.

e) 9 si et seulement si la somme de ces chiffres est divisible par 9.

Exemples :

eLe nombre 4725 est divisible par 5 car se termine par 5.

eLe nombre 4725 est divisible par 3 et 9 car le nombre 18= (4+7+2+5) est un multiple de 3 et de 9.
e e nombre 1628 est divisible par 2 car son chiffre d’unités est 2.

eLe nombre 1628 est un multiple de 4 car le nombre 28 formé par ces deux derniers chiffres est un
multiple de 4.

Exercice03 : Déterminer le chiffre x pour que le nombre : 95x2x31x soit divisible par 3 et un nombre
impair (Déterminer tous les nombres possibles).

Correction : Ona 0<x<9 le nombre : 95x2x31x est impair donc : x e {1,3,5,7;9}

Le nombre : 95x2x31x est divisible par 3 ssi: 9+5+X+2+X+3+1+x=3K cad un multiple de 3
Donc: 20+3x=3k
Donc : en donnant a x les valeurs {1;3,5,7;9} on trouve que x=5 donc le nombre est : 95525315

Exercice04 : On pose : x =3x5x7x12 et y =2x5x3x5

Sans calculer X et Y monter que :1)75 divise Y 2)105 divise X

Correction : 1) Ona y =2x5x3x5 cad y =2x75

Donc : 75 divise Y

2) Ona x =3x5x7x12 c’est-a-dire : x =105x12

Donc : 105 divise X

[Il) Les nombres pairs et impairs

Activité : Ecris les nombres suivants : sous la forme 2x... ou 2x...+1:

68 ;69; 86 ; 87 ; 92; 93

Solutions :68=2x34; 69=(2x34)+1;86=2x43;87=(2x43)+1;92=2x46;93=(2X
46) +1

Régle 1 : Les nombres pairs sont terminés par 0, 2, 4, 6, 8

Les nombres impairs sont terminés par 1, 3,5, 7,9

Définitionl : On dit qu’'un nombre pair s’il est un multiple de 2 ou s'il existe un entier naturel k tel
que : a=2xk

Exemple: 6 =2x3 k=3 donc 6 est nombre pair

Définition2 : On dit qu’'un nombre impair s'il existe un entier naturel k tel que : a=2xk+1
Exemple : 11 =2 x5+1 k =5 donc 11 est nombre impair

Exercice05: aeN et beN

Montrer que si a est pair etb impair alors la somme est un nombre impair.

Correction : aest pair alors: a=2k avec keN
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b Impair alors : b=2k"+lavec k'e N
a+b=2k+2k'+1=2(k+k')+1=2k"+1

Donc : a+b est un nombre impair

Exercice06: aeN

Montrer que si a est impair alors a® est un nombre impair
Correction : aestimpair alors : a=2k+lavec keN

a’ = (2k +1)=(2k )" +2x 2k x1+1* =4k 2 +4k +1

Donc : a* =2(k?+2k )+1=2k "+1 aveck”+2k =k"

Donc : a® est un nombre impair

Exercice07: aeN

Montrer que si a”est impair alors a est un nombre impair

Correction : On suppose que a est pair alors a* est un nombre pair or a”est impair donc :
contradiction

Donc : a est un nombre impair
Remarques : Un nombre entier naturel est soit paire soit impaire, et on a les résultats suivants :

Nombres |a b a+b |a-b axb
Parité pair pair pair pair pair
des impair | impair | pair pair impair
nombres | pair impair | impair | impair | pair

Exercice08 : 1) Montrer que le produit de deux hombres consécutifs est un nombre pair
2) Déterminer la parité des nombres suivants : ne Netme N

a)20232+2022° b)) 2n*+7 c) 2022n+4m+2021 d) n*+2021n+2023 e)n’+8n
Correction : Un nombre pair s’écrit sous la forme 2k, avec k entier.

Un nombre impair s’écrit sous la forme 2k+1, avec k entier.

1) Soit ne N (un entier naturel quelconque)

nx(n +l) est le produit de deux nombres consécutifs. Exemple : 2x30u3x40ul00x101...
On va monter que : nx(n+1) est un nombre pair.

Pour cela on va utiliser un raisonnement qui s’appelle raisonnement par disjonction des cas en effet :
1ére cas : Si n est pair alors il existe un entier

Naturel k tel que : n=2k par suite : nx(n+1)=2kx(2k +1)=2[ kx(2k+1) | =2k’ avec
k'=kx(2k-+1)eN
Cela signifie que : nx(n+1)est pair.

2ére cas : Si n est impair alors il existe un entier naturel k tel que: n=2k +1
Par suite : nx(n+1)=(2k +1)x(2k +1+1)

Donc : nx(n+1)=(2k+1)x(2k+2)=2(2k +1)x(k+1)

Donc :nx(n+1)=2k" avec k'=(2k+1)x(k+1)eN

Cela signifie que : nx(n+1)est pair

Par conséquent : Nx(n+1) est un nombre pair pour tout n € N

2) a)2023* +2022% : 2022° est paire car le carré d’'un nombre pair.
2023’ est impair car le carré d’un nombre impair.
2023° +2022° C’est la somme d’'un nombre impair et un nombre pair donc : ¢’est un nombre impair.

b) 2n°+7=2n"+6+1=2(n"+3)+1=2xk+1 avec k=n’+3eN

9%}
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Et par suite : 2n” +7 est un nombre impair.
c) 2022n+4m+2021=2022n+4m+2020+1= 2(1011n +2m +1010) =2k+1

Avec : k=1011In+2m+1010 N.
Donc : 2022n+4m+ 2021 est un nombre impair.

d)On a: n”+2021n+ 2023 =n*+n+2020n+2022+1=n(n+1)+2(1010n+1011)+1
Etona: n(n+1)est le produit de deux nombres consécutifs donc est un nombre pair.
Donc : il existe un entier naturel k tel que : n(n+1)=2k avec keN

Donc : n? +2021n+ 2023 = 2k +2(1010n+1011) +1

Donc : n*+202In+2023=2(k+1010n+1011)+1=2k'+1 avec k'=k+1010n+1011

Par suite : n? +2021n+ 2023 est un nombre impair.
e) Etude de la parité de n*+2024n :

1ére cas : sin pair.
n’=nxn Est aussi pair car le carré d’'un nombre pair et 2024n = 2%(1012n)=2xk est pair

On a: n*+2024n c’est la somme de deux nombres pairs donc : n®+2024n est pair.

2ére cas : si n impair.
n? =nxn Est aussi impair car le carré d’'un nombre impair et 2024n = 2><(1012n) =2xk est pair

On a: n*+2024n c’est la somme d’un nombre impair et un nombre pair donc : n* +2024n est impair.
Exercice09 : Soient :ne N* tel que : n—1 soit un multiple de 3.

Montrer que : n* —1est un entier naturel multiple de 3.

Correction : On a: n-1 soit un multiple de 3

Donc il existe keN tel que : n—1=3k c’est-a-dire : n=3k +1

Donc : n*—1=(3k+1)" ~1=9k*+6k +1-1=9k* + 6k n’ ~1=3(3k* + 2k ) =3k’ avec : k'=3k* + 2k €N

Par suite : n? —1est un entier naturel multiple de 3

IV). NOMBRES PREMIERS

Définition_Un nombre entier naturel est dit premier s’il admet exactement deux diviseurs :

1 et lui-méme

4 n’est pas premier car il est divisible par 2.

Les nombres premiers inférieurs ou égaux a 100 sont:2;3;5;7;11;13;17;19;23;29; 31;
37;41;,43;47;53,;59;61;67,;71;73;79;83;89,; 97.

2 est le seul nombre premier pair

Il'y a une infinité de nombre premier

ExercicelO : Est-ce que les nombres suivants sont premiers ? Justifier votre réponse.
0;17;21;41,;87,;105;239;2787,;191;1004001 et 259

Correction : Un nombre est premier s'’il posséde exactement deux diviseurs qui sont : 1 et lui-méme.
1) 0 n’est pas premier car tous les nombres divise 0

17 est premier car admet exactement deux diviseurs

21 n’est pas premier car 3 divise 21 (21=7x3)

41 est premier car admet exactement deux diviseurs

87 n’est pas premier car 3 divise 87 (87=29x3)

105 n’est pas premier car 5 divise 105 (105=5x21)

Question : Est-ce que 239 est premier ?

On utilise la régle suivante : « Pour montrer qu’'un nombre est premier il suffit de vérifier qu’il n’est pas
divisible par aucun nombre premier p inferieur a sa racine carré »

Donc on cherche les nombres premiers p qui vérifient : p* <239

Lesnombressont:2;3;5;7;11; 13 etaucun ne divise 239 et par conséquent : 239 est premier
2787 n’est pas premier car la somme des chiffres est 24 qui est multiple de 3 donc 3 divise 2787
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3) Est ce que 191 est premier ? On utilise la regle :

On cherche les nombres premiers p qui vérifient : p2 <191

Lesnombressont:2;3;5;7;11 ;13 etaucun ne divise 191. Par conséquent : 191 est premier
1004001 n’est pas premier car la somme des chiffres est 6 qui est un multiple de 3 donc 3 divise
1004001

259 n’est pas premier car 259 =7x37 c'est a dire 7 divise 259.

Décomposition en produit de facteurs premiers

Par exemple, 15 n’est pas premier : 15=5 x 3.

Les nombres 5 et 3 sont premiers. Ainsi le nombre 15 est égal a un produit de nombres premiers.
Théoréme : Tout entier naturel non premier se décompose en produit de facteurs premiers
Exemples :28=2x14=2x2x7=2?x7

50=2x52; 360=23x32x5

Remarque : On peut démontrer que cette décomposition est unique.

Exercicell : 1) Décomposer en produit de facteurs premiers I'entier 60

2) Déterminer le nombre de diviseurs de 60.

3) Déterminer les diviseurs de 60

Solution : 1) La décomposition en facteurs premiers de I'entier naturel 60 est : 60 = 2°x 3x 5
2)llya:(2+1)x(1+1)=3x2x2=12diviseurs

3) Les diviseursde 60sont:1;3;5;2;6;10;4;12;15;20;30;60

Donc : D, ={1;2;3;4;5;6;10;12;15; 20; 30; 60}

V) Le plus grand commun diviseur :

Définition Soient a et b deux entiers non nuls

Le PGCD de a et b est le plus grand diviseur commun des nombres a et b .

On le note : PGCD(a;b) ou anb

Exemple : Les diviseurs du nombre 12 sont: 1, 2, 3, 4, 6, 12.
Les diviseurs du nombre 15 sont: 1, 3, 5, 15.

Alors PGCD(12;15)=3 0u 12A15=3

e« METHODES POUR TROUVER LE PGCD

Propriété : Le plus grand diviseur commun de deux nombres est le produit des facteurs communs
munis du plus petit des exposants trouvés dans la décomposition de : a et b.

VI) . Le plus petit commun multiple

Définition : Soient a et b deux entiers non nuls.

PPCM de a et b est le plus petit multiple commun des nombres a et b. On le note PPCM (a ; b).
Exemple : Les multiples du nombre 12 sont : 0, 12, 24, 36, 48, 60, 72, ....

Les multiples du nombre 8 sont : 0, 8, 16, 24, 32, 40, 48. . Alors PPCM (12 ;8) = 24.

METHODES POUR TROUVER LE PPCM

Propriété : Le plus petit multiple commun de deux nombres est le produit des facteurs communs
munis du plus grand des exposants trouvés dans la décomposition de : a et b.

Exercicel2 : 1) Décomposer les deux nombres 612 et 1530 en produit de facteurs premiers.

2) En déduire le : PGCD et le PPMC des nombres 612 et 1530
3) a) Déduire la forme irréductible de la fraction : 612 b) Déduire la somme suivante : L+i
1530 612 1530

4) Simplifier la racine carrée suivant :4/612x1530 et I'écrire sous la forme m+/n avec m et n entiers
Correction :

¢ On dit qu’une fraction est irréductible, lorsque son numérateur et son dénominateur sont
premiers entre eux.

¢ On dit que deux nombres sont premiers entre eux lorsque leur seul diviseur commun est 1.

1) 612=2°x3x17 et 1530 = 2' x3? x5'x17
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2)a) On applique la régle suivante pour calculer le PGCD (612 ;1520) :« Le plus grand diviseur
commun de deux nombres est le produit des facteurs premiers communs munis du plus petit des
exposants trouves dans leurs décompositions »

Donc : PGCD(1530;612) = 2! x3” x17 =306

b) Pour calculer le PPMC des nombres 612 et 1530 on a deux méthodes :
Methodel : Ecrire le produit de tous les facteurs premiers présents dans I'une ou dans 'autre de ces
deux décompositions et élever ces facteurs a leur plus grande puissance

Donc : PPCM (612;1530) = 2% x 3 x5 x17* = 3060
Methode2 : On a : PGCD(612;1530)x PPCM (612;1530) = 612x1530
6121530

Donc : ppCM (612;1530) = ——————————=3060
PGCD(612,1530)
2,72 .
2)a) Méthode 1 : oz . _2x3 x0T _2 Méthode 2 : 12 _ 612306 _2
1530 2'xFx5'x17 5 1530 1530+306 5

Remarque : le PGCD(2;5)=1

b) Calcul de : L+i Il faut mettre les fractions au méme dénominateur :
612 1530

Le PPCM (612;1530) = 3060 est par deéfinition le plus petit multiple commun de ces nombres :

3060+612=5 et 3060+1530=2
7,83 _7x5 32 3 6 ... 7 3 356 4l

612 1530 612x5 1530x2 3060 3060 612 1530 3060 3060
Remarque : le PGCD(41,3060)=1 en effet : on peut utiliser Algorithme d’Euclide qui est une autre

méthode pour déterminer le PGDC :
3060 = 74 %41 + 26
41=1+26+15
26=1 *15+11
15=1 =11+
11=2 <4 +
=1=3+1
=3 %1+
Le PGDC est le dernier reste non nul : donc PGCD(41;3060) =1

4)\/612><1530:\/21><32><5><22><32><172 =2 32x\/§><\/2_2><\/3—2x\/172
J612x1530 = /2 x3x /5 x 2x3x17 =306 x /10

C’est en forgeant que 'on devient forgeron » Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices
Que I'on devient un mathématicien

L
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