PROF: ATMANI NAJIB L’ ordre dans R

I. Ordre et opérations
1. Ordre
Activité

1) Comparer 3/3 et 1+32
2) Soit xeR’,

1
a) Montrer que /x2+1—-Xx=—"
) | X2 +1+x

1
b) Comparer o et Vx2+1-x.

Définition
Soient a et b deux nombres réels.

Si a<b alors (a—b)<0 , on dit que (a- b)eR‘
Si a<b alors (a—b)<0 ,onditque (a-b)eR
Si axb alors (a—b)>0, on dit que (a— b)eIR+
Si a>b alors (a—b)>0,onditque (a-b)eR
Application
1) Comparer a et b dans les cas suivants :
i. a=+4n2+1 ;b=2n+1 neN
_Ix+2y b 8y
7X " Tx+2y
2) Soient x et y deux nombres réels tels que x<y <3
I.  Montrer que x+y—-6<0
ii. Comparer x2—6x+1 et y2—6y+1
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Soient a,b,c et d des nombres réels.

* Si a<balors a+c<b+c .

X K X X ¥ ¥ ¥ %

Sia<betc<dalorsa+c<b+d .

Si a<b et ¢>0 alors ac<bc .

Si a<bet c<0 alors ac>hc .
Si0<a<bet 0<c<d alors axc<bxd .
Si 0<a<b alors Va<+b

Si O<ac<b alors az<h? .

Si a<b<0alors az2>h? .

. o . 1.1
Si aet b ont méme signe et a<balorsona 526;(a¢0;b¢0) :

Exemples :

o as; et bs% alors a+b<2
o —4<-2 Alors “(-12<-6 car 3>0); (8>4 car -2<0)*“’

° 1<§ et l<2 alors 1x1<3
2 2 2

° —5s—l Alors iz-z
2 5

° 1<l Alors 3>2
3 2
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o —4<-3Alors (-4)2>(-3)?
2. Encadrement :

Définition
Soient a,bet x deux nombres réels tels que a<b

Chaque double inégalité parmi, ces doubles inégalités suivantes a<x<b, a<x<b, a<x<b, a<x<b est
appelée encadrement de x d'amplitude b-a.

Exemple :
3.13< 7 <3.14est un encadrement r de et d’amplitude 3.14—-3.13=0.01 .

Propriété

Soienta,b,c ,d, x et y des nombres réels.
* Sjia<x<betc<y<dalors a+c<x+y<b+d eta-d<x-y<b-c
* a,b,c et d des nombres réels positifs ; Si a<x<b et c<y<d alors axc<xxy<hxd .
* a,b,c et d des nombres réels négatifs ; Si a<x<b et c<y<d alors bxd <xxy<axc.
* a et b des nombres réels positifs ; Si a<x<b alors a2<x2<b? .
* a et b des nombres réels négatifs ; Si a<x<b alors b2<x2<a2
* a,b,c et d des nombres réels ont méme signe si alors a<x<b et c<y<dalors: %gis% et
1.1.1
d y c
Application
On considére les nombres réels x,y et z tels que :
2<x<4 ; -3<y<l; -15<z<-05
Trouver un encadrement des nombres suivants :

. ) 2 2 . X+2
Xx—y o xxy ; X +yi+z? =,
z

Il. Les intervalles de r

Soient a et b deux nombres réels tels gue a<b On définit les différents intervalles de R de la fagon
suivante :

1. Intervalles bornés
Le tableau ci-dessous resume les quatre types d'intervalles bornés

Intervalle Incgalite Représentation graphique
1

S > al 1,

a; b] intervalle fermé a=xr==5

) i VL -

u:f-l[ intervalle ouvert a<x<~sb b

. . ) ik :

la; b intervalle semi-ouvert ||a <z <b b
{ouvert en b )

. . . {Il -

Ja; b intervalle semi-ouvert || a <z <b b
{ouvert en a)l

2. Intervalles non bornés
Le tableau ci-dessous resume les quatre types d'intervalles non bornés.
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H Intervalle H Inégalité Représentation graphique H
[a; 00| r>a 0 a= oo
la; +oo| r>a - ar oo
—00 o b
| — o0; b r<b
| — o0 b[ x<b
Remargue :

+oo (Plus I’infinie) et —o (moins I’infinie) ne sont pas des nombres ce sont des symboles.
Par convention le crochet «] » au voisinage de « est toujours ouvert.

R =]-o0i+0 ; R* =[0;+0[ ; R™ =]-0;0] ; R =]0;+00[ ; RT =]-o0;0].

L'ensemble vide ne contient aucun élément, il se note &.

Exemples
o {xeR/-3<x<7} Equivauta xe[-3;7]. o (xeR/x>2} Equivauta xe[2;+o .
e {xeR/2<x<6} Equivauta xe]2;6] o (xeR/x>-2} Equivauta xe ]-2;+od .

o (xeR/x<-3} Equivaut a x e ]-o0;-3]

e {xeR/-1<x<4} Equivauta xe[-14]

o {xeR/-4<x<3} Equivauta xe]-4;3[ | e{xeR/x<-5} Equivauta xe]-oo;-5[ .

3. Intersection et reunion de deux intervalles :

Définition :

Soient | et Jdeux intervalles de R .

I'intersection des intervalles | et J est I’ensemble des nombres réels appartient a | et appartientJ et se

note 1NJ. (N se lit inter).

La réunion des intervalles | et J est I’ensemble des nombres réels appartient a | ou appartient J et se

note 1UJ. (U se litunion).
Autrement dit :

INJ={xeR/xel_et_xel} .
IUJ={xeR/xel _ou_xelj}.

Exemples :

L'intersection des deux intervalles est la zone de I'axe gradué ou les deux couleurs se superposent. Ainsi

* Déterminons | NJ avec | =]-3;2] etJ =[0;4] .
Pour visualiser cette intersection, on peut représenter les intervalles | et J sur un méme axe gradué.

InJ
—_—
, 1 r L 1 2 7
s -4 23 _2 _7 2 7 3 3 4 ==

1NJ=[0;2].
* Déterminons | N J avec | =[-3;—1]et J =[14].
— L L
B N T B

INJ =, car les ensembles | et J n‘ont pas de zone en commun.
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* Déterminons | UJ avec | =]-3;2]et J =[0;4].

Tu.J
r 7 7
1
- IV P _ 1 2 2 7 Rl

Les nombres de la réunion sont les nombres qui appartiennent au moins a I'un des deux intervalles. Il s'agit
donc de la zone de I'axe gradué marquée soit par I'intervalle | soit par I'intervalle J. Ainsi | UJ =]-3;4]

* Déterminons | UJ avec | =[-3;-1]et J =[1;4].
I J

. L 1 : L |
e IR N 0 r 2 7 S S
1UJ =[-3-1]U[14].
Application :
Déterminer I’intersection et la réunion de | et J dans les cas suivants :
* | =[-10;2] et J =[-3;7] * 1= 23 ety 2
3'5 7
* | =]-0;3] et J =[-6;+00]
5 4
¥ |=|-oo-=|fl)=|-—;40
* | =[7;400f et J =[5+ 4 3’
4. Definitions
Soit I =[a;b]un intervalle de Rtel que a<b ona:
eL’amplitude de | estle nombre réel A tel que A=h-a
eCentre de | est le nombre réel C tel que C =%9
eRayon de | est le nombre réel R tel que : R:b—;—a—
Remargue
La définition précédente est valable pour les iritervalles de forme [a;b[, Ja;b] et Ja;b[
Exemple
On considere I’intervalle suivant : ! =[-1;3] ona:
v' L’amplitude de | est A=3-(-1)=4. _
P 3 ((1)) v Lecentredelest:C=3+( 1)=1.

v Lerayonde | est: R=2""+"2-2,

I, Valeur absolue

Activité :
1) Placer sur un axe gradué les points suivants : A(-1),B(3),C(1) et D(5)
2) Calculer les distances suivantes : AB, AC,BCet AD.
1. Définition
Soit x unréel et M le point d'abscisse x de la droite des réels d'origine O .
La valeur absolue de x est la distance OM et se note |x| telle que | x|=OM .

R — R —
O M v O
Remarque :
Soit x un nombre reel on a o |x|=—x Si x<0
o |X|=x Si x>0

_ <y <
© X >0 (Toujours positif) x| < x<]x|
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Exemple :
|2-+/3|=2—+/3 Car 2—+/3 est positif.
|5 —3]=—(5-3)=3-+/5 , car /53 est négatif.
[ x—1|=x-1si x>1et|x-1]=1-x si x<1.
* 2. Distance entre deux réels.
Soient a et b deux nombres réels

A et B deux points de la droite graduée d'abscisses a et b respectivement.
La distance entre a et best la valeur absolue de leur différence : AB=|a—b|=b-a].

3. Propriété :

Soient x et y deux nombres réels ona:
x| = |—x| I X=yEYy=x]

I I G

| X+ Yl x|+ Y]

o |XxYIHX|x]Y|

EZM;(yio)
|yl

e |x|=a Sietseulementsi x=a ou x=-a. (Aveca=>0 )
e |x|9y]| Sietseulementsi x=y ou x=-y.

Exemples:
Onprend x=4 et y=-3

Ona|4+(-3)|=4-3=1et |4]|+|-3|=4+3=7donc |4+(-3)|<|4|+|-3]
Ona |4x(-3)|=|-12| =12 et |4|x|-3 =4x3=12 donc |4x(-3)| = 4|x|-3|

4 4 41 |4

Ona il et u=—donc ‘_‘:M

-3 3 |3 3 -3 |3
Application
Résoudre les équations suivantes :

|x=3|=2 |4—3x|=5 |2X—1|=| 3x+4| |x+3|=—2 | X+5|+|-2x+1]=0

4. Valeur absolue et intervalles

Propriété :

Soient xeR et r<R, .
* |x|<r sietseulementsi -r<x<r. (Cad. xe[-r;r]).
* |x|>r sietseulementsi x<-rou x>r. (C.a.d.xe]-o0;—r]U[r;+o[).

* r,<|x|<r, sietseulementsi r,<x<r, ou L <-x<r, .

Exemples :

Ona|x—2|sE signifié que —§sx—2£§
4 4 4

Signifie que —§+2£xs§+2 alors EsxsE D’ou xe E;1—1 )
4 4 4 4 4 4

Ona|2x-1}>3 signifié que2x—1<-3 ou 2x-1>3
Signifie que2x<-3+1 ou 2x>3+1
Signifie que2x<-2 ou 2x>4alors x<-1 ou x>2
d’ou X & J-o0; =1 U]2;+00] .
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IV. Approximations — Approximations décimales

1. Approximation par exces -- Approximation par défaut

Définition :
Soit x unréel tel que a<x<b ou a<x<b ou a<x<b ou a<x<b.
e Le réel aest appelé une valeur approchée par défaut de x a b—a pres.
e Le réel bestappelé une valeur approchée par exces de x a b—a pres.

Exemple :
Ona 1,732<+/3<1.733 donc

e 1,733 est une approximation par excés de+/3a 10 prés ( A= 1,733-1,732=0.001=10"2)
e 1,733 est une approximation par défaut de +/3a 10 prés.
2. Valeur approchee

Définition

Soient x,a et rtrois réels, r est positif.
Si |[x—al<rou |x—al<r, ondit que a est une valeur approchée de x a r pres.

Exemple
Ona |J§—1, 41|<0,01 donc 1,41est une valeur approchée de+/5 a 0,01 pres.

Remargue

Si a<x<balors:

v a%b est une valeur approchée de x a b_Taprés.

v" Tout nombre réel dans [a;b] est une valeur approchée de x a b—a prés.

Exemple :
Ona 2,236 <+/5 <2.237
Donc 2:230+2:237 _ 5 5365 est ine valeur approchée de /5 & 228172236 g 10+ prés.
3. Approximation décimale
Définition

Soitx un nombre ree! et N est un entier relatif alors il existe un entier naturel p tel que
N x107P < x < (N+1)x10 "
Le nombre décimal N x107"est dit approximation décimale par défaut de x a 107"

Le nombre décimal (N +1)x10°" est dit approximation décimale par excés de x a 10°".

Exemple :
On a 1,414 <2 <1, 415 signifié que 1414x10° <+/2 <1415x10°°

C’est a dire 1414x107° <2 <(1414+1)x10™>,
d’ou 1414x107° est une approximation décimale par défaut de J2 21076t (1414+1)x10° est une
approximation décimale par exces de J2 410,

Application :

On considére le nombre suivant : A= sachant que 1,73<+/3<174 et 2,64<+/3<2,65

i3
2

Donner 1’approximation décimale par défaut et par excés de A a 107 prés.






