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TRIGONOMETRIE2
Lecon : Les équations et inéquations trigonomeétriques

Présentation globale
I) Les équations trigonomeétriques élémentaires
II) Les inéquations trigonométriques élémentaires.

) Les équations trigonométriqgues élémentaires

1) Equation: _COSX=a

Propriété : Soit a un nombre réel.

Si a>1ou a<-1 alors I'équation COSX=a n’admet pas de solution dans R etona: S=.
Si a=-1 alors on a I'équation COSX=-1

On sait que : COSz =—1donc tous les réels de la forme : 7+ 2Kz avec k un nombre relatif sont
solutions de I'équation dans R etona: S={z+2kz/keZ} .

Si a=1 alors on a I'équation cosSX=1 :
On sait que : 0SO=1donc tous les réels de la forme : 0+ 2Kz avec k un nombre relatif sont
solution de I'équation dans R etona: S={2kz/keZ} .

Si —1<a<1réels alors on a I'équation COSX =a
Et on sait qu’il existe un unique réels : @ dans ]O ; 7r] tel que COSX=COSc et alorson a:

S ={a+2k7r;—a+2k7z/k EZ} .
Exemple : 1) Résoudre dans R I'équation suivantes : COSX = -

- . . V3
2) En déduire les solutions dans |-7,7]de I'équation : cosx = ~
Solution :1) COSX=7 Equivaut a : COS X =CO0S 5
Donc : x =2 +2kz OU x=—2+2kr

6 6

Donc: S; = {—%+2k7[;%+2kﬂ'/k € Z}

2) Résolution dans |-7,7] de 'équation
Méthodel : ('encadrement)

a) Encadrement de : x:%+2k7z : —7z<%+2k7z£7z Equivaut a : —n—%<2k7z37r—%
Equivauta: — /% < okr <% Equivauta: -l <2k<> Equivauta: - <k<>
6 6 6 6 12 12

C'est-a-dire : —0,5..<k<0,4.. et K €Z Donc k=0

Pour k=0 on remplace on trouve x1:%+2><0><7z'=%

b) Encadrement dex=—%+2k;z : —7z<—%+2k;zs;z

Donc : —1<—%+2k <1 c’est-a-dire : —1+%< 2k 31+%
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Donc : _> <2k < 7 c’est-a-dire : 3 <k< 7
6 6 12

12
Donc -0,..<k<o0,. et KeZ

Donc k=0 on remplace on trouve : x, :—%+2x0><7z:_%

Donc S, = {—Z , ﬁ}
' 6 6

Méthode?2 : (utilisation du cercle trigo)

/6

T T
Donc: S, =4-—=i—
onc: S, { 5 }

T
Exercice 01 : Résoudre dans [0, 27z]de I'équation : COS3X = —0057
: T . 4
Solution : c0s3X =—cos7 Equivaut a : c053x=cos(7z—7j
L . 6r
Equivaut a : C0S3X = C0S -

Equivaut & : 3x=67”+2k;z ou 3x=—67”+2k7r

Equivaut & : x:2_”+2k_” ou x:_z_”+2k_”
7 3 3
a) Encadrement de :x:2—”+2kT” : 0327”+—2§” <27
Donc : ogg+%gz c’est-a-dire : O_Z<ﬁ32_2
7 3 7 3 7
Donc : —3<%sE c’est-a-dire : _§<2ks§ c’est-a-dire : _§<ks§
7 3 7 7 7 7 7

Donc -04..<k<25.. et KeZ

Donc k=0 ou k=1 ou k=2on remplace on trouve :

Si k=0 alors: x=27”

Si k=1 alors : x— 2% 27 _207
7 3 21
Si k=2 alors : 2% A4 _34r
7 3 21
b) Encadrement de : x:_z_”+2kT” ; 03_27”+2‘;”32,,
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Donc: 0< ——2 +—2k <2 c'est-a-dire : O+—2 < —2k <2+—
7 3 7 3 7
Donc: =< % < g c’est-a-dire : 9 <2k <—8 cest-a-dire: = <k <==
7 3 7 7 7 7 7

Donc 0,4..<k<34.. et Ke€Z
Donc k=1 ou k=2 ou k =3on remplace on trouve :

Si k=1 alors: x—_2% 27 _8%
3 21

Si k=2 alors : x—_2% A7z _227
7 3 21

Si k=3 alors: ><:_2_”+6_”:36_”:12_7r
7 3 21 7
27 20 227 34x 127
Donc S, = ; ; ; X

77217217 21" 7
2) Equation : SinXx=a
Propriété : Soit a un nombre réel.

Si a>1ou a<-1 alors I'équation SiN X =a n’admet pas
de solutiondans R etona: S, =&

Si a=-1 alors on a I'équation Sin X =—1 On sait que :

sin(—%) =-1Donc : les solutions dans R de I'équation

sont: s, ={—%+2kﬁ/keZ} :

Si a=1 alors on a I'’équation :sinx=1

) . (T
On sait que : Sln(EJ =1

Doncona: s, 2{%+2kﬂ'/k€Z} :

Si —1<a<1réels alors on a I'équation Sinx=a :
Et on sait qu’il existe un unique réels : ¢ dans }%%} tel que SiNX=SiNa

Alorsona: S, ={a+2kr,r—a+2kzlkeZ} .

T T
Donc: S, =4-—=i—
onc: S, { 5 6}

Exemple : 1) Résoudre dans R I'équation suivantes : Sinx =

M=

2) En déduire les solutions dans |-7,7|de I'équation sin x =
| N - I
Solution :1) sin X =5 Equivaut a : sinx=sin 3

Donc : X=%+2kﬂ' ou x:ﬂ—%+2kﬂ

Equivauta: x=%+2k7z ou x=2?”+2k7r
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3R={5+2kn;2—”+2kn/kez}
3 3

2) Résolution dans |-7,7] de I'équation
Méthodel : ('encadrement)

a) Encadrement de : x:%+2k7z ; —7z<%+2k7z£7z Equivaut & : —n—%<2k7z37z—%
Equivauta: - 2% okr<2%  Equivauta: -2 <ok<2 Equivauta: —2<k<i
3 3 3 3 3 3

C’est-a-dire : —0,6...<k<0,3...et K €Z Donc k=0

Pour k=0 on remplace on trouve x1:%+2><0><7z'=%

b) Encadrement dex=2?”+2k7z : —7;<2?”+2k7z37r

Donc: -1< §+ 2k <1 c’est-a-dire : —1—g < 2k sl—E
3 3 3
Donc : > <2k < 1 c'est-a-dire : _> <k< 1
3 3 6 6

Donc -08..<k<016..et K €Z

Donc k=0 on remplace on trouve : x, =2?7[+2><0><7r=2?”

Donc S]_M]={£;2—”}
' 3 3

Méthode2 : (utilisation du cercle trigo)

Donc S]_M]={£;2—ﬂ}
' 33

. , , ) . (7 1
Exercice 02 : 1) Résoudre dans R I'équation : sm[z—szz (E)
2) En déduire dans [-7 ; 27 les solutions de I'équation (E)
Solution :1) ona: sin 2 _x 1 équivaut a : sin 2 _x|=sinZ

' kW 2 & T 6

Equivauta: Z -x=Z42kz ou Z-x=7-Z 1 2kz
4 6 4 6
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Equivauta: —x==_" 1 2kz ou —x="% 7, ok etkeZ
6 4 6 4

Equivaut & : x =~ + 2k ou x=_7_”+2k;z etkeZ
12 12

7
Donc les solutions de I'équation dans R sont: S; = {%+ 2kz 'k e Z} u{—£+ 2kz 1k € Z}
2) Résolution dans [ ; 27| de I'équation (E)

eEncadrement de : %+2kﬂ : —ﬁS%+2k7Z’<27r etkeZ

1 < N
Donc -1<—+2k<?2 c’est-a-dire : —Eg 2k <2 cela signifie que : —Eg k <§ et KeZ
12 12 12 24 24
Donc k=0 etPour k=0 on trouve : X1=%
1 n
e Encadrement de : _E+2k;; ; —ﬁS—E+2k7Z’<27[ etk eZ
Donc 1<l 42k<2  alors: -1+ <2k <2+ clesta-dire: - > <k<>: et keZ
12 12 12 24 24
Donc k=0 ou k=1
Pour k=0 ontrouve x, :_17—2” et Pour k=1 ontrouve x, :117—2”

Frerl 12 "127 12
3) Equation : _tanx=a
Propriété : Soit a un nombre réel.

L’équation tan X =a est définie dans R ssi xe R—{%+ kn} avec k un nombre relatif
Donc D :R—{%+ k;k ez}

Dans D il existe un unique réel : o dans }—% ; %[ tel que tanX=tano et alorson a:

S ={a+k7z/keZ} .
Exemple :1) Résoudre dans R I'équation suivante : tanx =+/3
2) Résoudre dans |-7 ; 7]I'équation suivante : tan x =~/3

. e . . T
Solution :1) On a : tan x =+/3 est définie dans R si et seulement si : XER—{E-I-kﬂ} avec ; keZ

On sait que : tan%:\/g signifie que : tan x:tan% si et seulement si : x:%+ kz;k eZ

Donc L'ensemble de solution de I'équation dans R est: S= {%+ krk e Z}

2) Résolution dans |-7 ; 7] l'équation : tan x =+/3
tan x =+/3 Signifie que : x:%+ kzik eZ

On a deux méthodes soit I'encadrement ou en donnant des valeurs a k
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Prenons par exemple la valeur k =—2 et remplagons on obtient : x :%— 27 = —5?” ; cette valeur

n'appartient pas a ]—ﬁzz] ; il est donc évident que des valeurs de : inférieures a -2 ne conviendront
pas non plus.

. . . T 27 ) R
Par contre, si je choisisk =—1 : on obtient: X = 3 T= 3 ; cette valeur appartient a ]—7:7[] :

En appliquant cette démarche de maniére systématique :

pour k=-1: X = %— = —2?” convient car appartient a ]—71',71']
T
pour k=0 : X; = 3 convient car appartient a |-n,x]
T 4 . , R
pour k=1: X= § +7= ? ne convient pas car n'appartient pas a ]—77,7[]

Il est inutile de poursuivre (car si pour & = 1, la valeur trouvée n'appartient plus a l'intervalle, il en
sera de méme a fortiori pour des valeurs supérieures de k)

T
Donc : les seules valeurs dans |- ; 7| sont : X=§ et x=%—7r:—2?”
Par suite : S —{—2—”'£}
' 3'3
. L, VA , . T
Exercice 03 : Résoudre dans }E’E{ de I'équation : tan X = —tan 12
. V/2— . < T
Solution : tan x =—tan-— Equivauta : tanx=tan| - —
12 12
Equivaut & ; X T ik
uivauta : X=——
q 12
_ T T T T
Encadrementde : X=——+kr : - Z <" 4t kzr<=
12 2 12 2
1 1 1 - 11 11 o S /
Donc: ——<——+k<= cesta-dire: -2+~ <k<=-+— cestadire: ——<k<— et k eZ
212 2 2 12" 2712 12 12
Donc: k=0 par suite : X=—2 4 Oxz=—2
12 12

Donc S = —ﬁ}
F2a { 12

Exercice04 : Résoudre dans R I'¢quation suivantes : (E) : V3 tan® x+(V/3-1)tanx-1=0
Solution :1) On pose t=tanx et I'équation (E) devient : +/3t? +(\/§—1)t—1: 0
On cherche les racines du trinéme /3t? + (\/§—1)t -1

Calcul du discriminant :

A=b? —4aC:(«/§—1)2 +4><1><\/§:(\/§)2 —2x\/§+l+4\/§:(\/§)2+2x\/§+1:(\/§+1)2
(BB 1 (B

Les racines sont: t, = = =— ett = =
0B 2B BT Bl 2B

1
Donc : tanx=-1 et tanx:ﬁ
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1
tanx=—

N

z . N T
Equivaut a : tan X =tan [Ej

ePour :

1
tanX=—

J3
Equivaut a : x=E+ kz
ePour: tanx=-1

z . N T s . . T
tanx =—1 Equivaut a : tanx=—tan (Zj Equivaut a : tan x =tan (—Zj

Equivauta : x = _%Jr k7

/A

Donc : SR:{—Z+kﬂ; %+k7z /keZ}

II) Les inéquations trigonométriques élémentaires

52

Exemplel : Résoudre dans |-7 ; 7] linéquation suivante : COSX > —

2
Solution :
T Ordonnées
Axe des sinus
\\\'
M ( \‘,2 0 \\
| 0 | ) |
‘l O“" 3 tAbS(ngeS
.‘/‘ axe des cosinus
| =7
T T
Donc: S=|-—;—
4 4
Exercice05 : (**) Résoudre dans |- ; 7] linéquation suivante : sin x < —%
. i 1 =« . . . . T
Solution : sinx = -3 Equivaut a : sIn Xx=sIn By
Equivaut & : x=—%+2k7z ou x=7z+%+2k7z
Equivaut a : x=_%+2kﬂ ou xz%erzk;; etk eZ
. . 5z 7
Et puisque : Xe |-z 7] alors: x=—Z ou x=-2% 7N
e Fiz) 6 6 4, 7
516 X 70/ -nie
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sinxg_%Equivauté: SinXS—Sin%

En utilisant le cercle trigopnométrique on compare sin x et —% dans]—zz; 7[]

On trouve que : SinX <—1 Equivauta: X _5_”-_£ Donc S = _5_”._5
que : sinx <-— Eq : i =
Exercice06 : Résoudre dans [0;27] I'Nnéquation suivante : sin x > —

2

Solution : On sait que : sin TN et sin Iz _N2
4 2 4

L'arc MM’ en rouge correspond & tous les points M (X) tel que :

e 2 A .
X Vérifie smx>—7 Donc : sinx2% Equivauta : sinx >S|n—

5Y/4 1 7
S=10—| U |—:2 iz
pone { 4[ }4 ”} g

Exercice07 : Résoudre dans [0;27] INnéquation suivante : tanx—1>0
Solution : tanx—-1>0 Equivauta : tanx>1

T
eL’inéquation tanx—1>0 est définie si et seulement si : X # E+ kz avec k €Z

Et puisque : XE[O;ZJZ'] alors : x;,tE et x;t%”

e Résolution de 'équation : tanx=1

Z . N 72. Z . N
tanx =1 Equivaut & : tanx=tanz Equivaut & : x=%+k7z

a

Et puisque : x€[0;27] alors : XZST” ou ng e
En utilisant le cercle trigopnométrique k o o )
On compare tanxet 1 dans[0;27]

.. . .7 St 37m Brr/a S
On trouve que : tanx>1 Equivauta: Xe€ Ar) v 2

Donc: S= V ﬂ{u{s—ﬁg—ﬁ{
4’2 4" 2

Exercice08 :On pose : f(X)=cos(2x+%j avec xeR

1) Résoudre dans |-7; 7] 'équation (E) : f(x)=0
2) En déduire le signe de : f(X) dans |-7; 7]

Solution :1) f(x)=0 signifie que : cos(2x+—7§]=0
VA VA
Equivaut a : 2X+—==—=+Kkx
quivaut & 3=

. T T
Equivauta: 2X=———+krx
a 2 3
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Equivauta : 2X == +Kz Equivauta: X =-— +——
a ' 6 q T 127 2
Dans lintervalle : |-7; 7] les solutions sont : ~ ; z,r_Iz.z z_ Sz.x 1z
12 2 12 12 2 12 12 12
Par conséquent : S = —%'—S—H'EJ—”
q Rkl 12" 12'12°12
2) Déduction du signe de : f(x) dans |-7; 7]
117 11z
e Sur l'inter valle : :|—7T;——|: ona;: —7 <X <—£ donc: 27 <2X<———
12 12 6

Donc: —2x +£<2x+£<—£+Z C'est-a-dire : —7—7[<2x+£<—3—”
3 3 6 3 3 3 2

Donc : Cos(2x+%j >0

, 11z . 57z 11 S 117 5
Sur l'int le: -—;—-——| :ona: ——— < X<——— donc: - =—= i
e SUr l'inter valle } % 12{ 12 12 5 <2X <

. 3 T T
Donc: — 1 L7 oy T 5T % Cestadite: — o <2X+ = <——
6 6 3 2 3 2

Donc : Cos(2x+%j<0
5 5x
e Sur l'inter valle : }—;—[ ona: ——7[<x<— donc : —?<2X<—
Donc : —5—ﬂ +Zcox+ B LR c'est-a-dire : T o+ B
6 3 3 6 3 2 3 2
Donc : Cos(2x+%j>0

oSurI’intervaIIe:}l;z[ ona: £<X<7—ﬂdonc:£<2x<7—7Z
12 12 12 12 6 6
Donc : z +£<2X+£<7—”wLZ c’est-a-dire : £<2x+£<3—”

6 3 3 6 3 2 3 2

Donc : cos(2x+%j <0

7 7 7
e Sur linter valle : —ﬂ;ﬂ' ‘ona: 7 ex<n donc:l<2X<2ﬂ
12 12 6

Donc : 7—” +£<2X+£<27z+£ Cc’'est-a-dire : 3—7r<2x+£<7—7Z
6 3 3 3 2 3 3

Donc ; Cos(2x+%j >0

On peut alors résumer ces résultats dans un tableau de signe :

X 1 lr S T T x
12 12 12 12
f(x) + 0 - 0 + 0 -0 +
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Exercice09 : 1) a) Résoudre dans R I'équation suivantes : 2s5in* X —9sinx—5=0 eten
déduire les solutions dans [0;27]

b) Résoudre dans [0;27] INnéquation suivante : 2sin® x—9sinx—5<0
2) Résoudre dans [0; 7] linéquation suivante : (2cosx—1)(tanx+1)>0

Solution :1) a) On pose t=sinx et I'équation 2sin?x—9sinx—5<0 devient: 2t* -9t —-5<0
On cherche les racines du trindme 2t> —9t -5
Calcul du discriminant : A=(-9)2-4x 2 x (-5) =121

o-Viz1_ 1 . _9+4i2l

tt = =5
2%x2 25T T 9y

Les racines sont : t, =

i 1 )
Donc SIN X = 5 et SINX=5
Or on sait que —-1<sinx<1 donc I'équation sinx=5 n'admet pas de solutions dans R

i 1
SIN X = —— Equivaut a: Sinx:sin(—zj donc : x=—242kz ou X=ﬂ—(—£j+2kﬂ
2 6 6 6
. T 7
Equivaut a : X=—E+2k7f ou X=?ﬂ+2kﬂ et K eZ
SR:{—%+2kﬁ;%+2kﬂ/keZ}

e Encadrement de : —%+2k7r : OS—%JerﬁSZﬂ et kK eZ

1
Donc: 0<—=+2k <2 ¢gquivaut a: 1okB

6 12 12
C'est-a-dire: 0,08<k<102 et K €Z Donc k=1

T 11~
Pour k=1 on remplace on trouve X, = _E+ 27 = ry

&/
oEncadrementde:?ﬂLZkﬂ: OS%T+2k7zS27r et K eZ

Lok

.
Donc; 0< E+ 2k <2 c'est-a-dire : BT 1

Donc: —-0,5<k<0,4let kK €Z

v
Donc :k =0 on remplace on trouve X, = _6

&.7_”}

Donc S[O;Z,r]={ 5 ' 6

1) b) 2sin® x—9sin x—5< 0 signifie que : 2[sin x+%](sin x—5)<0

Or on sait que —1<sinx<1 donc-1<sinx<1<5 c’est-a-dire :
sinx—5<0

, 1), .
Puisque sinx—5<0 et 2>0 alors 2(smx+5j(sm x-5)<0

Equivaut & : sin x+%20
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i . 1 . . V4
Equivauta: SIN X = 3 équivaut a : sin X ZSIn(—Ej
L’arc en trait plein correspond & tous les points M (x)

. 1
Tel que : X vérifie sin X > -5
i 11z
D S=10—|u|—;27
onc [ 6 } [ - }
2) linéquation (2cosx—1)(tanx+1)>0 est définie dans [0; 7] si et seulement si : x¢%+k7,

Donc : D:[O;ﬁ]—{%}

. 1, 7
2c0SX—1>0 Equivauta : COSX = 5 Equivaut a : COSXZCOSE

2 3
tan Xx+1>0 Equivaut & : tanx>—1 si et seulement si : tan x> tan (Tﬂ) Joo T3
c o5 5%«
2cos1—1 + J) — — — m °
tanr+1 + + -0 =+ /
produit + [I) - + (l) - d
Donc: S :[o;f}u}f;s—”}
3 2 4 }
3ml4 .
+)
=
. =17/

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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