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Lecon : Les polynomes

Présentation globale

1) Définition d’un polyndme
I) Les polyndmes et les opérations
lll) La valeur absolue et propriétés La division par X - @ et factorisation de polynémes

I) Définition d’un polynéme

Activité : Soit un parallélépipéde rectangle dont les dimensions : X , X+3et X+5avec Xréel
strictement positif. Soit V(x) le volume de ce parallélépipede

1) Montrer que V(x) = x® + 8x? + 15x

2) Calculer V(1) et V(2)?

3) Quelles opérations as-tu utilisé pour calculer :V(1) et V(2) ?

1) Vocabulaire :L’expression : V(x) = x3 + 8x? + 15x est appelée polyndme de degré 3

On note degV =3

Les réels 1, 8, 15,0 sont appelés coefficients du polyndme V(x).
8x? est un monéme de degré 2 et de coefficient 8.

x3 est un mondme, de degré 3 et de coefficient 1.

15x est un mon6éme, de degré 1 et de coefficient 15.

2) Définition : Un polyndme est une somme de mondmes.

Un polyndme de la variable x sera noté souvent : P(x), Q(X) , ... Le degré du polynéme P, noté

deg P, est celui de son mondme de plus haut degré.

Exemplel : Déterminer parmi les expressions suivantes ceux qui sont des polyndmes
et déterminer si c’est possible leurs degrés :

NA

P(X)=%x3+72x2—ﬁ L Q(x)=2x" =x=/X ; R(X)=5x" +4|x/-5 ;
E(x)=(a-1)x*+ X’ +x+1; F(x)=(x=38)"=4(5+x°)+9+5(4x" +x*)

M (x)=§x2 +x+2-7x"; N(x)=x? +§x+3 ; O(x)=4

Solution :P(x) est un polyndbme et d'P=3

Q(x) et R(x) et N(x) ne sont pas des polyndmes

M (x) Estun polyndme et d°M =4

O(x) Est un polyndme etd"O =0

E(x) Estun polyndme :

Si a-1#0 c’'est-a-dire : a=1 alors d’E =4

Si a=1alors d'E =2

F(x)=(x-3)"—4(5+x°)+9+5(4x° +x*) Signifie que : F(x)=x"—6x+9-20—4x"+9+4x* +2x’
Donc : F(x)=2x*+x*-6x—2 par suite : d'F =3

Exemple2 : Développer ; Réduire et ordonner et déterminer le degré du polynéme suivant :
P(x)=(2x-1)’ +3(x+1)(1-x)—2x?(2x—5)
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Solution : P(x) =(2x—1)’ +3(x+1)(1—x)—2x*(2x~5)
P(x)=(2x)’—=3(2x)" x1+3(2x)x1* —=1° +3(1— x* ) - 4% +10x>
P(x)=8x’-12x* + 6x —1+3—3x" —4x* +10x*

P(x)=8x"—4x>—12x* +10x* —3x* +6x—1+3

P(x)=4x>-5x*+6x+2 ; Par suite : d'"P =3

Exercicel : discuter suivant le paramétre m le degré du polyndme P (X):
P(x)=(m?—m)x’ —(m*—1)x* + mx—1

Solution : P(x)=(m?—m)x®—(m? —1)x* + mx—1

m’>-m=0 Signifie que : m(m-1)=0

Signifie que : m-1=0 ou m=0

Signifie que : m=1ou m=0

e Simzlet m#0 alors: m>~m=0 et parsuite: d'P=3

e Si m=0 alors : le polyndme devient : P(x)= (O2 —0) x° —(02 —1) x> +0x—1
cest-a-dire : P(x)=x*—1 et par suite : d'P =2

e Si m=1alors : le polyndme devient : P(x) =(12 —l) x° —(12 —1) x> +1x—1
cest-a-dire : P(x)=x-1 et par suite : d"P =1

Exercice2 : Déterminer un polynéme P de degré 2 tel que : P(0)=P(1)=5 et p(-2)=3
Solution : P de degré 2 donc P s'écrit sous la forme : P(x) =ax® +bx+c
Ona P(0)=5 donc ax0*+bx0+c=5 parsuite: =5

Ona P(1)=5donc ax1’+bxl+c=5 cest-a-dire: a+b+c=>5 donc a+b+5=5
Donc: a+b=0()

Ona P(-2)=3 donc ax(—2)2+bx(—2)+5=3 c'est-a-dire : 4a—2b+5=3
Donc 4a—2b=-2(2)

Donc : on a le systéme suivant : {4a_ D=2 4onc : {4a_2b =2

a+b=0 b=-a
Par suite : 4a+2a=-2 donc: 6a=-2
Donc : a:—l donc : b=1 Alors : p(x):_lx2+lx+5
3 3 3 3
4) Egalité de deux polynémes :
Définition : Deux polyndmes P et Q sont égaux et on écrit P = Q siet P(x)=Q(x) Pour tout x réel

Propriété : Deux polynédmes P et Q sont égaux si et seulement s'’ils ont le méme degré
et les coefficients de leurs monémes de méme degré sont égaux.
Exemple : (*) Lesquels des polynémes ci-dessous sont égaux ? Expliquez

P(x)=2x>-2x"+x-3 et Q(X)=2x*(x-2)+(x-1)(2x+3) et R(x)=2x"+3x*-2x—-3

Solution : Q(x)=2x*(x—2)+(x—1)(2x+3)=2x>—4x* +2x* +3x—2x—3

Q(x)=2x>-2x*+x—-3 Donc deg(Q)=3

Donc : P(X)=Q(X) car: deg(P)=deg(Q)=3 et les coefficients de leurs termes de méme Degré
sont égaux.

Mais P(X) #* R(X) car les coefficients de leurs monémes de méme degré ne sont pas egaux
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Exercice3 : Soit les polyndmes suivants : P(x) =12x" —36x° +47x* —30x +7
Q(x) :(2x2 —3x+1)(ax2 +bx+c)

Déterminer @ ; b ; ¢ sachant que: P=Q

Solution : P =Q si et seulement si P(x)=Q(x) pout tout x

Q(x)=(2x* —3x+1)(ax’ +bx+c) = 2ax" + 2bx* + 2cx” —3ax® —3ox" —3cx +ax” +hx +¢
Q(x)=2ax"+(2b—3a)x’+(2c—-3b+a)x* +(b—3c)x+c

2a=12

2b—-3a=-36 a=0
Donc: fa—3b+2c =47 cest-a-dire: 10 =-9

b—-3c=-30 c=7

c=7

On vérifie que : a—3b+2c=47 est vraie

Donc : Q(x)=(2x* —3x+1)(6x* —9x+7)

II) Les polynbmes et les opérations

1) Activité : Soient P(x)et Q(x) deux polyndmes

) Calculer dans chacun des cas suivants : P(x)+Q(x) ; P(x)—Q(x); 3P(x)—2Q(x)
1) P(x)=x"+2x*-1 ; Q(x)=3x*—x*+x

2) P(x)=x"=x*+3 ; Q(x)=—x"+x*-5

I) Calculer P(Xx)xQ(x) et (P(x))2

Dans chacun des cas suivants et comparer : deg(PxQ) et deg(P)+deg(Q)

1) P(x)=x*-1 ;. Q(X)=x"+2x-3

2) P(x)=x"=x*+2 ; Q(x)=3x+2

Solution: ) 1) P(X)=x*+2x* -1 ; Q(x)=3x"—x>+x

ona: P(x)+Q(x)=x"+2x*-1+3x" =X’ + X

Donc : P(x)+Q(x)=3x"+2x*+x-1

Ona: P(x)-Q(x)=x’+2x*-1-3x"+x’-x P(x)-Q(x)=-3x*+2x>+2x* -x-1

3P (x)-2Q(x) =3(x*+2x* ~1)-2(3x" =X’ +X) 3P (X) —2Q(x) = 3x* + 6X* —3—6X" +2x° - 2X

3P(x)—2Q(x)=—6x"+5x° +6x> —2x—3
deg(P)=3; deg(Q)=4;deg(P+Q)=4;deg(P-Q)=4
h2) P(x)=x"—x*+3; Q(x)=—x"+x*-5

ona: P(x)+Q(x)=x"=x*+3-x>+x*-5=-2

On a: P() Q(x)=

X=X +3+X - X +8=2x-2x" +8
Q(x)= (x —X +3) ( —X°+X —5)
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3P(x)—2Q(x)=3x"—3x"+9+2x° - 2x* +10

3P (x)—2Q(x)=5x>—5x*+19

deg(P)=5 ; deg(Q)=5;deg(P+Q)=0;deg(P-Q)=5

1)ona P(x)=x>-1; Q(x)=x>+2x—-3

P(X)xQ(x)= (¥ ~1)(x +2x-3)=)° +2x* ~3x° X - 2x+3

(P(X))Z:(Xz—l)z:(X2)2—2X2><1+1:X4—2X2+1

2) P(x)=x*=x*+2 ; Q(x)=3x+2

P(x)xQ(x):(3x+2)(x4—x2+2):3x5+2x4—3x3—2x2+6x+4
:(x4—x2+2)2:(x4—x2+2)(x4—x2+2)

( —X +2) = X* = 2x° +5x* —4x* + 4
deg(PxQ) deg(P)=4 ; deg(Q)=

Donc deg(PxQ)=deg(P)+deg(Q) et deg(P?)=2deg(P)

2) Résumé :

a) La somme de deux polynémes : Soient P et Q deux polyndmes
La somme de P et Q estun polynéme noté P+Q tel que :
(P+Q)(x)=(P)(x)+(Q)(x) Pourtous XxeR

Remarque : deg(P+Q)<max(deg(P);deg(Q))

b) Le produit d’un polynéme par un réel :Soient P un polynéme et « R’
Le produit de P par un réel « est un polyndme noté aP et tel que :
(aP)(x)=ax(P)(x) pourtout XxeR

Remarque : deg(aP)=deg(P)
c) Le produit de deux polyndmes :Soient P et Q deux polynémes non nuls
Le produit de P et Q estun polyndme noté PQ ettel que: (PQ)(x)=(P)(x)x(Q)(x) ;xeR

Remarque : deg(PQ)=deg(P)+deg(Q)

[ll) La division par X-a et factorisation de polyn6mes

1) La division euclidienne d’un polynéme par X - a

Propriétés et définitions : a) Soit P un polynéme de degré ne N et soitacR

Alors il existe un unique polynéme Q de degré n—1 et tel que :
P(x)=(x-a)Q(x)+P(a) pour tous x € R
Cette égalité est la division euclidienne de P(x) par: X —a et Q(x) est le quotient et P(a)le reste.

b) Soit P un polynéme et soit aR .
On dit que @ est racine du polynébme P si et seulement si P(a)=

c) Soit P un polyndme de degré n € N* et soitacR :a estracine du polyndme P ssi P(x)est
divisible par x—a.
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Exemple : Soit le polynéme : P(x)=x>—2x*-5x+6
1) Vérifier que 1 est racine du polyndme P (x)
2) Factoriser : P(x)

Solution 1) P(1) =1° - 2x1* ~5x1+6=1-2-5+6=0 @ -2 -5r 46 | x

Donc : 1 est racine du polynéme P(x) - 2 -

2) 1 est racine du polyndme P (x) —2?—524+6 " —=—6
Donc : P(x) est divisible par x—1 Tt

En effectuant la division euclidienne de :P(x) Par x—1: _ —6z+6

On trouve donc : Q(x)=x*-x—6 -6z 46

Donc : P(x):(x—l)(xz—x—G) 0

Exercice4 : Soit: P(x)=2x>-5x"—4x+3

1) montrer que le polyndme P (x ) est divisible par x—3

2) En Effectuant la division euclidienne de P (x ) parx—3 montrer que : P(x)=(x-3)Q(x)
Avec : Q(x)=2x*+x-1

3) Résoudre dans R I'équation Q(x)=0

4) Résoudre dans R linéquation Q(x)=>0

5) En déduire une factorisation du polynéme P (x )on produits de polyndmes de lere degrés
6) Résoudre dans R I'équation P(x)=0

7) Résoudre dans R l'inéquation P(x)>0

Solution :1) P(x)=2x"-5x*-4x+3

On a P(3)=2x3"-5x3 -4x3+3=54-45-12+3=0 donc 3est racine du polynéme P (x)
Donc P (x )est divisible par x—3

2) Effectuons la division euclidienne de P (x ) par x—3

2z® — 5x? —dx + 3 | x-3
—251:3—|—6w2

N 2% +x — 1

x°—4xr+ 3
—332+3:c
—x+3
x—3
0

Ontrouve : P(x)=(x-3)Q(x) MO et Q(x)=2x*+x-1
3)Ona: Q(x)=2x*+x-1 et Q(x)=0
A=12-4x2x(-1)=1+8=9

149 _ X, = Lo :% par suite : S :{_1’%}

2%x2 2%x2

Donc: X, =

4) Q(x)=0 Ona x =-1et X, :% sont racines du polyndmeQ(x)

Donc: le tableau de Signe:
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r |—oo —] 1/2 400
Qlz)| + ¢ — ¢ +

Donc: S = ]—w;—l]u[%;wo[

5) Cherchons une factorisation du polyndéme P (x )en produits de polynébmes de lere degrés:

Ona: P(x)=(x-3)Q(x) avec Q(x)=2x*+x-1

Etles racines du polynomeQ(x) sont: x, =-1 et X, =%

Donc : une factorisation de Q(x) est :Q(x)=2(x—x)(Xx—X,)

Donc : Q(x):2(x—%j(x+1):(2x—1)(x+1) par suite : P(x)=(x—3)(2x—-1)(x+1)

6) Ona: P(x)=(x-3)(2x-1)(x+1)
P(x)=0 Signifie : (x-3)(2x-1)(x+1)=0
Signifie : x—3=0 ou 2x—-1=0 OU x+1=0
o 1 ta- S _R_|_a_
Signifie : x=3 ou x:E ou x=-1 parsuite: S=R { 3, 1%}

7) P(x)> 0 Signifie: (x—3)Q(x) >0 :D’ou le tableau de signe suivant :

r |—-oo —1 z 3 +00

Qz)| + (]] — lll + +

T—a - - - I]J +

P(x) —{I;+t|)—¢+

Par suite : S = }—1;—%{&)]3; +o0]

Exercice5 : Soit le polynéme suivant (E) : P(x)=x’ —J2x2 —x++2

1) Montrer que 1 est racine du polynéme P (x)

2) Montrer que : P(x) =(x +1)(x2 —(\/§+1)x+\/§)

3) On pose : Q(x)=x’ —(«/E+1)x+«/§ et soit A son discriminant

a) Verifier que : A = (\/5—1)2

b) Résoudre dans R I'équation :Q(x) =0

4) En déduire les solutions de I'équation :x—(\/§+1)\/§+ J2=0

5) Résoudre dans R I'équation : P(x)=0 6) Résoudre dans R l'inéquation : P(x)<0
Solution : P(x)=x*—v2x* —x++2

1) Montrons que 1 est racine du polynéme P(x) : P(-1)= (—1)3 —\/5(—1)2 —(—1)+\/§
P(-1)=-1-v2+1++2 donc:P(-1)=0

Donc 1 est racine du polyndme P (x)
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2) Montrons que : P(x):(x+1)(x2 —(«/§+1)x+«/§)
(x+1)(x2—(\/§+1)x+\/§):x3—<«/§+1)x2+\/§x+x2—(\/§+1)x+\/§
=3 —/2x% = X% +/2x+ X2 —2x— x++/2
=x3 =22 = x++/2
~P(x)
3)a) A=(V2+1) ~4x1xv2 =(V2) +2x1x2 +1-4x1x2
A=(V2) ~2x1xy2 +1=(V2 1)
b) Résoudre dans R I'équation : Q(x)=0: Q(x)=x —(\/_+1)X+\/_

\/Z_J ‘\/_ 1‘ J_lcar J2-1>0

V2+1-2+1 2 2 +1+442-1 ZJ_ _2

Ona A>=0donc: x=—————=—-=1et x,=
2x1 2 2x1

Par suite: S = {\/5;1}

4) Recherche des solutions de I'équation : x—(\/i+1)\/;+\/§ =0

x—(\/§+1)\/;+\/§:0 peut s’écrire sous la forme : (\/;)2—(\/§+1)\/§+\/§:0
Onpose : X =4x Onadonc: Xz—(«/§+1)x +4J2=0

D’apres la question précédente les solutions sont : X, =2 et X,=1

Onadonc: Vx=+2 et+x=1

Donc : (\&)Z —J2" et (\/;)2 =1 cestadire: x=2 etx=1  parsuite: S={1;2}

5) Recherche des solutions de I'équation P(x)=0: Ona: P(x)=(x +1)(x2 —(\/§+1)x+\/§)
P(x)=0 Signifie que : x+1=0 ou X’ —(\/§+1)x+\/§:0

Signifie que : x=-1 ou x=+2 ou x=1 Onadonc: S ={—1;1;«/§}

6) Résoudre dans R l'inéquation P(x) <0

P(x) <0 Signifie que : (x+1)(x2 —(\/§+1)x+«/§)s 0

T |—oo —1 1 Vo +
Qx)| + [ + 0 - 0 +
z+1 0+ | + | +
P(z) ¢ + 0 - 0 +
Onadonc: S =]—oo;—1]u[1; \/5]
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Exercice6 : Soit : P(x)=2x" —9x® +14x* —9x +2
1) Vérifier que 0 n’est pas racine du polynéme P(x)

2) Montrer que si @ est racine du polynéme P (x)

Alors L est aussi racine du polynéme P (x)
o

3) Vérifier que 2 est racine du polynéme P(x)
4) En Effectuant la division euclidienne de P (x) par x—2Trouver un polynémeQ(x)
tel que : P(x)=(x—2)xQ(x)

5) En déduire que :Q(%j =0

6) Déterminer les réelsa ; b et ¢ tel que : Q(x) :(x—%)(axz +bx+c)

7) En déduire une factorisation du polyndme P on polyndmes de lere degrés
Solution :1) P(0)=2x0"-9x0°+14x0* -9x0+2=2%0

Donc 0 n’est pas racine du polyndme P(x)

2) a racine du polyndme est P (x)

Signifie que : P(«)=0

Signifie que : 2a* —9a°® +14a” —-9a +2=0

On calcul P(lj ?

(04

P 1 :%_%+1_42_2+2

o o (04 o o
p(1)_2 9 140° 92’ 2a'

(94 a4 a4 (Z4 (Z4 0!4
p(1 _ 20" -9’ +14a’ —9a +2

a ot
Et puisque 2a* —9a° +14a” —9a +2=0
Donc : P(ijz%:o

(94 o

Donc : - Est aussi racine du polynéme P (x)
o

P (2)=2x2" —9x 2% +14% 22 —9x2+2=32—72+56—18+2
P(2)=2x2*—9x 2% +14x2? —9x2+2=32-72+56-18+2=0

Donc :2 est racine du polyndme P(x)
4) En effectuant la division euclidienne de P(x) par x—2

On trouve que : P(x) :(x—2)><(2x3 —5x%° +4x—1)
5) On a 2 est racine du polynéme P (x)

Donc : %est aussi racine du polynéme P(x)

Donc : P[%j:Oet puisque P(x)=(x—2)xQ(x) (%—ijQ(lj=O
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Alors : [E—ZJXQ(EJ:O or1—2¢0 donc: Q(EJ:O
2 2 2 2

6) En Effectuant la division euclidienne de Q () par : x—% on trouve : Q(x) :(x—%j(sz —4x+2)
Donc:a=2etb=—-4 et c=2

7)Ona: P(x)=(x-2)xQ(x) et Q(x):(x—%)(2x2—4x+2)

Donc : P(x) :(x—2)(x—%j(2x2 —4x+2)

On factorise aussi : 2x* —4x+2 - On remarque que 1 est racine

En Effectuant la division euclidienne de 2x* —4x+2 par x—1
On trouve : 2x* —4x+2(x—1)(2x—-2)

Finalement : P(x):(x—Z)(x—%j(x—l)(Zx—Z)

P(x):2(x—2)[x—%j(x—1)(x—l) C’est-a-dire : P(x):(x—Z)(Zx—l)(x—l)2

Exercice7 : Soit le polynéme : P(x)=x>+3x"-x-3
1) Quels sont les diviseurs entiers relatifs du terme constant 3 ?
2) Déterminer (en cas d’existence) les racines relatives du polynéme P (x)

3) Factoriser le polyndbme P(x)en un produit de monémes

4) Résoudre dans R I'inéquation X" 50

P(x)
Solution :1) les diviseurs entiers relatifs du terme constant 3 sont: -3;-1;1;3
2) S'il existe une racine a€Z du polynéme P (x ) alors: P(a)=0

C'est-a-dire : a®+3a*-a—-3=0

C'est-a-dire : a(a’+3a-1)=3

C’est-a-dire : a est un diviseur de 3

C'est-a-dire : ae{-3,-113}

Maintenant il ne nous reste plus qu’a tester chacun de ces nombres s'il est racine :
P(-3)=(-3)"+3(-3)" —(-3)-3=-27+27+3-3=0

On trouve seulement : P (~1)=(-1)’ +3(~1)° -(~1)-3=-1+3+1-3=0
P(1)=1"+3x1*-1-3=1+3-1-3=0

Donc : les racines relatives du polyndme P(x)sont: -3 et-1et1

3) Factorisons le polyndme P(x)en un produit de monémes

On a :-3 est racine du polynéme P (x ) donc P (x )est divisible par x+3

Il existe donc un polyndme Q(x)tel que : P(x)=(x+3)Q(x)

Mais aussi on a : -1 est racine du polynéme P (x )c’est-a-dire : P(-1)=(-1+3)Q(-1)=0
C'est-a-dire : Q(-1)=0

C’est-a-dire : -1 est racine du polynébme Q(x)

C’est-a-dire : Q(x)est divisible par x+1

C’est-a-dire : Il existe un polyndme R(x)tel que : Q(x)=(x+1)R(x)
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Donc : P(x)=(x+3)(x+1)R(x)

Mais aussi on a : 1 est racine du polynéme P (x ) c’est-a-dire : P(1)=(1+3)(1+1)R(1)=0
C'est-a-dire : R(1)=0

C’est-a-dire : 1 est racine du polyndme R(x)

C’est-a-dire : R(x)est divisible par x—1

C’est-a-dire : R(x)=(x-1)C(x)

Donc : P(x)=(x+3)(x+1)(x—-1)C(x) Avec C(x)=c=1 estune constante car degP =3
Donc : P(x)=(x+3)(x+1)(x-1)

2—X

P(x)

(x+3)(x+1)(x-1)=0 Signifie : x+3=0 oU x+1=0 oU x—-1=0

Signifie : x=-3 ou x=-1 ou x=1
2—x =0Signifie : Signifie : x=2
Donc le tableau de signe suivant :

4) >0

ro|—oo —3 —1 1 2 4o
-+l — - IJ] + + +
-1 — - - 0 + +
a+3 — O + + + +
2—r| + + + + 0 -
2—r

el e e s

Donc : s=]-3-1u[;2]

« C’est en forgeant que [’on devient forgeron » Dit un proverbe.
Que l’on devient un mathématicien
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