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PRODUIT SCALAIRE

Présentation globale

1) Le produit scalaire de deux vecteurs

I1. Produit scalaire et norme

I11. Produit scalaire et orthogonalité

IVV) APPLICATIONS DU PRODUIT SCALAIRE

[) Le produit scalaire de deux vecteurs

1) Définitions :

Définition1 : Soit u et v deux vecteurs du plan. et soient A ; B et C trois points du plan tel que :
u=AB et v=AC

On appelle produit scalaire de u par v, noté uv, le nombre réel définit par :

Siu=0 ou v=0 alors uv=0

Si u=0 et v=0 alors soit H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB) alors :

uv=AB.AC =AH-AB c'est-a-dire :

uv=ABAC=AHxAB si AB et AH ont le méme sens

uv=ABAC=-AHxAB si AB et AH ont un sens contraire
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Remarque : Soient A ; B ; Cet D quatre points du plan

ABCD=AB'xCD=ABxCD' avec: A" : B’ les projections orthogonales respectifs de A ; B
Sur la droite(CD) etC' ; D' les projections orthogonales respectifs de C et D sur la droite (AB)

Application : Considérons un triangle ABC tels que : BC = 6, | est le milieu de [BC]
et H le projeté orthogonal de A sur (BC). OnaH € [Bl] et IH = 1.

A
_// n
C | H B
Calculer : 1) BC.BA 2)BC.CA

Solution :1) Calculons : BC.BA

H étant le projeté orthogonal de A sur la droite (BC) alors on a :
BC.BA=BC.BH

Les vecteurs BC etBH étant colinéaire et de méme sens alors :
BC.BA=BC.BH =BCxBH

Déterminons BH.

Ona:BH=BC—-HC Or: HC=HI +IC=3+1=4 alors: HC =4
Ainsi: BH=6-4=2

Par conséquent : BC.BA=BC.BH =BCxBH =6x2=12
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2)Calculons : BC.CA

H étant le projeté orthogonal de A sur la droite (BC) alors on a :
BC.CA=BC.CH

Les vecteurs BCetCH étant colinéaire et de sens contraire alors :
BC.CH =—BCxCH

De ce qui précédeona: HC =4

Donc : BC.CH =—6x4=-24 D'ou : BC.CA=-24

Définition2 : Soit un vecteur u et deux points A et B tels que u=AB.
La norme du vecteuru, notée HGH c’est la distance AB.

Définition3 : Soient u et v deux vecteurs du plan.

On appelle produit scalaire de u par v, noté u.v, le nombre réel
deilrllt par : o C
a)uv =0, sil'un des deux vecteurs u et v est nul

b) uv = HGHxH\?chos(ﬁ ;\7), dans le cas contraire. y

uv se lit"u scalaire v".

Remarque : Si AB et AC sont deux représentants des vecteurs A "

non nuls u et v alors :uv = AB.AC =Hﬁ”x”ﬁ”xcos BAC

Exemple : Soit un triangle équilatéral ABC de coté a.
E.A—C:HﬁuxuﬁuxcosBAC:axaxcos%:azx%:a—; L i

Attention : Le produit scalaire de deux vecteurs est un nombre réel.

Ecrire par exemple uv =0 est une maladresse a éviter !

Exercicel : Soient U et v deux vecteurs tels que : |u]=3et M:% et (G;\?):%T

Calculer : u.v
Solution : l].\?:HGHXH\?HXCOS(G;\?)=3xGCOS(2—ﬂjZEXCOS(ﬂ'—Zj or cos(7z —X)=—CosX
2 3 2 3

-~ 3 T 3 1 3
Donc: uv=—=xCoS| — [=—=x==——
2 3 2 2 4
2) propriétés :
Propriétél : Pour tout vecteur u et v,ona: uv=v.u
Démonstration :

On suppose que u et v sont non nuls (démonstration évidente dans la cas contraire).

=< cos(59) = < <cos( 59) = < cos( ()
[V < cos v ) v

Propriété2 : Pour tous vecteurs u,vetw,ona:

1) ﬁ.(V+Vv) —uv+uw  2) G.(k\?) —kuv  Avec k un nombre réel.

Propriété3 : Pour tous vecteurs uetv,ona:

1) (ﬁ+\7)2 =0 2094V 2) (ﬁ—\?)z —U - 20V 4V 3) (G+\7)(G—\7) —u -V

Démonstration : pour le 2) : (i ~V)" = (1 ~V)(d V) =4~ 03 ~ V4 + V=" - 207+V"
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Il. Produit scalaire et norme :

- =2

N - N - - - —2 —12

Soit un vecteuru, ona :u.u :HuHxHuchos(u ; u):HuH xcosO:HuH et uu=u
L =2 e g2

Onaainsi: u =uu =Hu”

Propriétél : Soit u et v deux vecteurs. On a:

~= 1/(1- -2 1~ -2 ~= {1~ - -2 -2

e T s TR S

2
z . N - =12 - —-\2 —2 - -2 G - -||2
Démonstration : de la premiéere formule :Hu—v” :(u—v) =U —2uV+V :HuH —2u.v+HvH

Donc .y = %(Hauz V- - GHZ)
Propriété2 : Soit A, B et C trois points du plan.
Ona :E.A?:%(AB2 +AC? -BC?)

Démonstration : AB.AC = %(HEHZ +HTCH2 —Hﬁ - TC“Z)
AB.AC = 1(AB2 +AC? —“ﬁ”z) - 1(A52 +AC?-BC?)
2 2

Exemple : Soit ABC un triangle tel que : AB =27 et AC=4 et BC=5 o

1)Calculer : AB.AC
2)Calculer : BABC
3)Calculer : CACB
Solution : 1) Calculons : AB.AC B A

: . ——— 1=k 1= = = |2
On en déduit, d'apres la propriété que : AB.AC :E(HABH +HACH —HAC — AB H )

——— 1= AC BC
466 - Jagf + acf - [ec [

AB.AC :1(AB2 +AC? - BCZ)
2

__._1 2 9 9 _1 B
AB.AC_E((zﬁ) +42-5 )_§x19—9,5

2) Calculons : BABC

ﬁﬁ:i(BA%Bcz —ACZ)
2

ﬁ.ﬁ:%((zﬁ)ﬂ# —42):%x37:18,5

3) Calculons : CACB

CACB =1(CA2 +CB%- ABZ)
2

ﬁ.@:%(sz+42—(2ﬁ)2):%x13:6,5

Exercice2 : Soit u et vdeux vecteurs tels que : HGH =3 etHQH =2 et ﬁ.\7=—g
Calculer :1) A=(u+V).(20-3)  2)B=(u-v).(u+v) 3)C=(u-V) et D-(3i+2v)
4) E=Hﬁ+\7” et F =HG—\7H
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Solution :1) Calculons : A=(ﬁ+\7).(26—3\7)
A= 2U.U—3UV +2v.U—3V.V
-2 - -2

Donc : A=24" —uv-3v =2.“GH2—G.\7—3H\7H2=2x32+§—3x22
2

Donc : A:2><9+§—12: 15
2 2

2) Calculons : B =(u—v).(ﬁ+\7)
B = (i) (i+7)=i-v
o i i -o-+-
c) Calculons : C = (ﬁ—\?)z
C=(a-v) =0 20047 = [ -2+ :32_2[_§j+22
C=9+3+4=16
Calculons : D=(36+2\7)2

- —\2 -2 - = -2 -2 - G
D=(3u+2v) =9u" +12uv+4v =9HuH +12u.v+4HvH
D:9x32+12(—g)+4x22 ~81-18+16="79

4) a) Calculons : E = HG +\7H

T VA T

(u+v) =U +2UV+V :“ﬁ“z+zﬁ.\7+H\7“2:32+2[—gj+22
(i+) =9-3+4=10

Donc : HG+\7H2 =10 et par suite :HG+\7H=«/1_O

b) Calculons : F = Ju-v]

Ona: (ﬁ—ﬁ)z =16 donc : Hﬁ—\?”z =16 Donc: Hﬁ—\?“zx/l_6=4

[ll. Produit scalaire et orthogonalité
1) Vecteurs orthogonaux

Propriété : Les vecteurs u et v sont orthogonaux si et seulement si uv=0.

Démonstration : Si l'un des vecteurs est nul, la démonstration est évidente.
Supposons le contraire.

uv=0 < HGHxH\?HxCOS(G ;\7):0 =N cos(ﬁ : V):O

< Les vecteurs u et v sont orthogonaux

2) Projection orthogonale

Définition : Soit une droite d et un point M du plan.

Le projeté orthogonal du point M sur la droite d est le point d'intersection H de la droite d avec la
perpendiculaire a d passant par M.

Y|
*

d H
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Propriété : Soit u et vdeux vecteurs non nuls du plan tels que u=0A et v=0B.
H est le projeté orthogonal du point B sur la droite (OA).

Ona: U.G:ﬁ@:ﬁﬁ

0]

Démonstration :
OAOB = OA.(OH + HB) = OAOH + OAHE = OACH

En effet, les vecteurs OA et HB sont orthogonaux donc OAHB =0.
Exercice3d : ABCD est un carré de c6té 2cm.

Les points M et N sont définis par : CM :%C—D etBN = gﬁ

1) Ecrire AN et BM en en fonction des vecteurs BC et CD ,

2) a) Calculer AN-BM
b) Que peut-on dire pour les droites (AN) et (BM) ?

Solution : CONSEILS : Utilisez la relation de Chasles pour décomposer les vecteurs AF et BE et
les écrire en fonction des vecteurs BC et CD

mzﬁ+ﬁzﬁ+gﬁzﬁ+gﬁ car: AB=DC

BM =BC +CM =BC+%CD

2)a) AN -BM = (ﬁ +§ﬁj[ﬁ + %@j et, en développant :

AN -BM = DC.BC +% DC.CD +% BC.BC +i—gﬁ.($

Ona: BC.CD=0 et DC.BC =0 car BC est orthogonal a DC
DCCD=-CD2=-CD2=-22=—4
BC.BC =BC2=BC2=22=14 et

D'ou : M‘WZO—EX4+§><4+§X0:O
4 4 16

b) Ona: AN - BM :0—§x4+§x4+§x0=0
4 4 16

Donc : AN et BM sont orthogonaux, par suite : (AN) et (BM) sont perpendiculaires
V). APPLICATIONS DU PRODUIT SCALAIRE

1)LES RELATIONS METRIQUES DANS LE TRIANGLE RECTANGLE

Le triangle ABC ci-deﬁssous est rectangle en A et [AH] la hauteur.
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Théoreme : Théoreme de Pythagore

Si ABC est rectangle en A alors BC2 = AB2 + AC2 (i.e. le carré de I'hnypoténuse est la somme des
carrés des 2 autres cotes)

Démonstration :

y =2 — ——\2 —2 —_—— —=2
BC2=BC =(BA+AC) —BA +2BAAC + AC

ABC est rectangle en A donc BAAC =0

Donc BC® = AB® + AC?

AUTRE RESULTATS :

BA’=BHxBC et CA*=CHxBC et AH?=HBxHC et ABxAC=AHxBC

Application : Soit ABC un triangle rectangle en A etH estle projeté orthogonal du point A sur la

droite (BC) et AH =2cm et ABC _5

Calculer ABet BH et BC
Solution :a) On a ABH un triangle rectangle en H

B [H [o
Donc : sin (ABC) '2:

Donc : AB = AH = 2 J_

sin(ABC) S"‘[zj \/_ J_ 3

b) On a AB> = AH? + HB? car ABH un triangle rectangle en H
2
Donc : AB?— AH? = HB? c'est-a-dire : (%\/éj 22— pp?

Donc : %—22 = HB?

Donc : HBzzg par suite : HB = JZ 2[

2 BA?
c)On aBA* =BH xBC donc: BC=—-
BH
2 2
30 39
Donc : BC =3 _\3 =23

2 2 3
=3 —~/3
3 3 3 3
2) Théoreme d'Al Kashi
Théoreme : Dans un triangle ABC, on a avec les notations de la

figure : BC* = AB*+ AC*—-2ABx ACcos A
Démonstration : AB.AC = AB x AC xcos A

et E.A—Czl(ABZ+ACZ —Bcz)=1(b2+c2—a2)
2 2

Donc :%(AB2 + AC? —BC2)= AB x AC x cos A

Donc :BC? = AB® + AC* —2AB x AC cos A
Remarque : si ABC un triangle quelconque on a :

BC2 = AB2+ AC?—2ABx AC cos(E;A—c) et AB?=BC2+AC2—-2BCxAC cos(C—A;C—B)
AC? =ABz+BC2—2ABxBCcos(§4;ﬁ)

Application : Soit ABC un triangle tel que et AB=5 et AC=8 et A:Z?ﬂ Calculer BC et cosC
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Solution :a) D’aprés le Théoréme d'Al Kashi on a : BC* = AB” + AC*—2ABx AC cos A
Donc : BC?> =5%+8 —2><5><8c052?” c’est-a-dire :BC?=25+64+40=129 donc BC =+/129

b) D’aprés le Théoréme d'Al Kashion a : AB® = AC? + BC*—-2CAxCBcosC
Donc 2CAxCBcosC = AC*+BC? — AB?

2 2 _ AB? 4+129-2 1 2112
Donc cosC = AC"+BC - AB c'est-a-dire; cosC = 64+129-25 = 68 = 9
2CAxCB 2x8x+/129 164129 258

Exercice4 : Considérons un triangle ABC tels que : BC =7, AB=6 et AC=5
1) a) Calculer : cos BAC

b) Calculer AB.AC et en déduire que : BA.BC =30
2)Soit H le projeté orthogonal de A sur (BC).

A
= .
¢ I H B

Calculer : BH
Solution : 1) a) Calculons : cos BAC
D’apres le Théoréme d'Al Kashi dans ABC nous obtenons :
BC? = AB” + AC*—2AB x AC cos BAC
AB? + AC? —BC?
2ABx AC

Donc : cos(BAC)=w=E=l
2x6x5 60 5

b) Calculons AB.AC

Donc : cos(BAC) =

ﬁ.ﬁ:ABMCcogBAC:ﬁxw%:G

Déduisons que : BA.BC =30
BA.BC :ﬁ.(ﬁ+ﬁ) — BA.BA+BA.AC = BA.BA— AB.AC or AB.AC =6

Donc : BA.BC =BA?-6=BA?—-6=36—6=30

Donc : BA.BC =30

2) Calculons : BH

On a : H le projeté orthogonal de A sur (BC) et puisque : BA.BC =30>0

Donc : BA.BC =BH.BC =BH xBC

_BABC _30
BC 7

3) Théoreme de la médiane M
Propriété : Soient deux points A et B et | le milieu du segment [AB].

AB?

Donc : |BH

Pour tout point M, on a : MA* + MB? = 2MI1? +

Démonstration :
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MA? 4+ MB? =HMAH2 +HMBH2 —MA’ +MB" =(W+m)2 +(—|+T)2
—2 —— —2 —2 N — —2 S — ——) —2 —2

=Ml +2MILIA+ 1A + Ml +2MIL.IB+ 1B =2MI +2MI.(IA+I +IA +1IB

AB’

2 2
—2 o (1— 1— )
=2MI" +2MI0+| ZAB | + S AB | =2MI°+

Exemple : ABC est un triangle tel que AB=5 ; BC=8 et AC=7 et | est le milieu de [BC].
A

B | Cc
Calculer la longueur Al.
Solution :D’apres le Théoréme de la médiane dans ABC nous obtenons :

2
BZ+AC2:2AI2+BC

Donc ; 25+49=2Al>? +6—24 c'est-a-dire :2A1%* =42

Donc : Al? :4—22:21 Alors : |Al =+/21
4) Surface d’un triangle et formule de sinus
Propriétés :

Dans un triangle ABC On a :

1 . 1 i 1 .
1)S= Eabsm C= EaCSIH B= EbCSIH A avec S la surface du triangle ABC

sinA sinB sinC 2xS .
2) = = =Zx (formule de sinus) C
a b c abc

Application1; Soit EFGH un parallélogramme tel que et EF =3 et EH =5 et FgH =2~
Calculer la Surface du triangle EFH et la Surface du parallélogramme EFGH

Solution :a) S, = L —EFxEHSsIinE _53 55m3—”:Esm n—fj
2 2 4 2 4

15J_ 15[

S =
EFH 2

15
b) SEFGH _ZXSEFH —ZX_\/—— \/_

Application2 : Soit ABCun trlangle telque:a=BC=6 et A=30° et B=73°
Calculer b et C

: . . c
Solution :D'apres la formule de sinus on a : SinA_sinB _sinC _ 2x5
a b c abc a
b

sinA sin30° 1 sin73° 1
—= =— Donc =—

a 6 12 b 12 - B
Donc b=12sin73°=11.47 A
sin77° 1

=— Donc ¢=12sin77°=11.69
C 12
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Exercice5 : Soit ABC un triangle tel que : AB =1
et AC=+2 et CB=2 et D un point tel que : DB+2DC =0

1) Montrer que : ﬁ-ﬁ:—% et en déduire : cos A

2) Ecrire AD en fonction de AB et AC

3) Calculer AD-AB et en déduire la nature du triangle ABD
4) Calculer : AD

5) Soit | le milieu du segment [BC] et J le milieu du segment [AC]

Calculer : Al et BJ
Solution : 1) D’apreés le Théoréme d'Al Kashi dans ABC on a : BC® = AB® + AC® —2AB x AC cos BAC

Etona: E-EzHEHxHEchosA:ABxACxcosA
Donc : BC? = AB? + AC?—2ABx AC

Donc: 22 =12 +2° —2ABx AC

Donc : 4=1+2-2ABxAC donc : 1=—2ABx AC

Donc : ﬁxATZ:—%

Déduction decosA :ona: AB-AC = ABxACxcos,AA
1 A A
Donc : —EzABxACxCOSA donc : —%=1x\/§xCOSA

[EE

o 111 22

Donc : cos,&:i:

N _53__5__m 4
2) DB+2DC=0 sietseulementsi: ﬁ+ﬁ+2(ﬁ+ﬁ)=6
DA+ AB+2DA+2AC =0 si et seulement si : AB+3DA+2AC =0si et seulement si : AB+2AC =3AD

Donc :E:E(EQTC)
3

3)

AD-AB = = (AB + 2AC ) AB = = (AB-AB + 2AC - AB)
3

A|32+2E-ﬁ)=1 1+2(—1J
3 2

Wk

=1(ﬁ2+27:.ﬁ)=1
3 3

0

—

Donc : AD-AB=0 par suite : AD L AB

Et donc : ABD est un triangle rectangle en A
can YA R L oaR

4)Ona: AD=§(AB+2AC)

Donc : AD" =[%(E+2E))z donc : AD2:%((E)Z+(2A—c)z+4E-E)=%(ABZ+4E-A—C+4ACZ)

AD? =1(1+4(—%)+4x 2}

9
Donc : AD=\/Z=£
9 3

1 7
~(1-2+8)=~
g(172+8)=3
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5) a) D’aprés le théoréme de la médiane dans ABC on a : AB? + AC? = 2Al°? +% BC?

Donc :1%2 +/2° :2A|2+%22

1 1
Signifie que : 3=2AI%+2 siet seulement si: 1=2AI° donc: Al’ =3 c'est-a-dire : Al =\/;
b) D’aprés le théoréme de la médiane dans ABC on a:
BA? + BC? =2BJ? +%AC2
Donc ; 1 + 2% = 2BJ? +%\/§2 c'est-a-dire ; 5=2BJ"+1

Signifie que : BJ?=2 et par suite : BJ =2
Exerciceb : Soit ABC un triangle isocele et rectangle en Btel que AB -2
On construit a I'extérieur du triangle ABC le triangle équilatérale ABD (voir schéma)

1) Calculer BA-BD et BC-BD D

2) Calculer : AC et DC

=
O

3) Montrer que : AC-AD=1-/3

4) Vérifier que : DAC = 1_72’

7ﬂ:«/§—\/€

5) En déduire : cos—
12 4
T

Solution : 1) BA-BD ~[BA|- [B5]cos ABD - AB-BD-cos T (12"~ =1

23 2
eD’aprés Pythagore on a: AC? = BC? + AB?

B 8 =[8C] [8B]oos{ 5 + £ = (2] x-sin( £ =22 =18

AC? =+/2"++2° Signifie que : AC?=4 ssi AC=2

D’aprés le Théoréme d'Al Kashi dans BCDon a : DC? = BC? + BD? —2BC x BD cos(%+ %j

Donc : DC? =2+2—2x2x—sin(%)

Donc : DC? =4+4sin(%j=4+4x§=4+2\/§ par suite : DC :«/4+2\/§

eD’aprés le Théoreme d'Al Kashi dans ACDon a:
DC? = AC? + AD? —2AC x AD cos(«)
DC? = AC2 + AD? —2AC x AD
2 — —_—
( 4+2J§) —4+2- 2ACxAD

Signifie que :  4+2/3=4+2—-2AC x AD
Signifie que : ACx AD =1—+/3
T nm In

sHDAC=24+2-2
4 3 12
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Ona: ACxAD=1-+3 donc: ACXADXCOS[%-‘:—%):]_—@
Donc : 2x\/§xcos(z—72rj:1_\/§

. (wzj 1-v3 _(1-B3)V2 26
Donc : cos| — |= = =
12 2xJ2  2x[2x+2 4
Exercice7 : Soient A et B deux points distincts du plan tel que : AB=4
1) Déterminer et représenter I’ensemble(E) des points M du plan tel que : AM+BM =0

N|©

2) Déterminer et représenter 'ensemble (F) des points M du plan tel que : MA«MB =

Solution : soit M un point du plan
1)M e(E) Equivauta : AM«BM =0
Equivauta : (AM) L(BM)

Equivaut & dire que : le point M appartient au cercle de diamétre [ AB] A

Par conséquent : 'ensemble (E)des points M du plan tel que :

AMBM =0 est le cercle de diamétre [AB]

' NY
2) M e(F) Equivauta: MA-MB:Z

Soit | le milieu du segment[AB] donc D’apres le théoréme de la médiane dans MAB on a:

W-W=MI2—%ABZ C'est-a-dire : m-MBzMIZ—%
. R 16 9 - .
M e(F) Equivauta: MIZ_ZZZ Equivaut & :
M|222+E:§
4 4 4
5

Equivaut a: Ml = >

. : 5
Par conséquent : I’ensemble(F) des points M du plan est le cercle de centre | et de rayon R = >

C’est en forgeant que 1’on devient forgeron » Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices
Que I’on devient un mathématicien
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