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Lecon : Les Transformations du plan

Présentation globale
1) symétrie axiale et symétrie centrale et translation et ’homothétie
1. Propriété caractéristique de la symétrie centrale et la translation et ’homothétie

I11. Propriété des transformations
V) images des figures par les transformations

) symétrie axiale et symétrie centrale et translation et I’lhomothétie
1° symétrie axiale
Définition : (A)est une droite du plan.La symétrie axiale d’axe(A)est la

transformation qui transforme tout point M du plan au point unique M’ tel que
: (A) est la médiatrice du segment [MM']

La symétrie axiale d’axe (A) est notée : S(A)
D’ou : S(A)(M )=M" sietseulement si (A) est la médiatrice du segment
[MM]:S, (N)=N" S, (M)=M"

2° Symétrie centrale : Définition : Q est un point du plan
La symétrie centrale de centre Q est la transformation qui
transforme tout point M du plan au point unique M' tel que :

oM '=-QM
La symétrie centrale de centre Q est notée : S
Dou: S,(M)=M" sietseulementsi QM'=-OM

,'.N'r( -

3° Translation : Définition : U est un vecteur du plan . La translation de B

vecteur U est la transformation qui transforme tout point M du plan au point U
unigue M'tel que : u =MM' '
La translation de vecteur U est notée : tl;

Dol : t;(M)=M" siet seulement si U=MM’

4° Homothétie

Définition1 : Q est un point du plan et k un nombre réel.

L’homothétie de centre Q et de rapport k est la transformation qui
transforme tout point M du plan au point unique M' tel que :

OM ' =k QM
L’homothétie de centre Q et de rapport k est notée : h(Q,k)
D'oti: h(M)=M’ si et seulementsi QM ' =k QM
Exemple : soit L’homothétie de centre O et de rapport k =2
donc h
h(A)=A’siet seulement si OA’ =20A
h(B)=B' si et seulement si
OB'=20B
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Il. Propriété caractéristique de la symétrie centrale et la translation et I’lhomothétie
1° Propriété caractéristique de ’homothétie : Soit k e R”

e Soit 'homothétie h(g,k) et M et N deux pointstel que : h(M )=M'et h(N)=N’'

Alors OM "=k QM et ON'=k ON
Dol : W:M%W:—W%W:—kmmmzk(—W%W)

MN7=k (MQ+ON )=k MN

e Laréciproque est vraie cad si T une transformation du plan P tel que :
siT(M)=M' et T(N)=N' ona MN'=kMN k eR"-{1}

On en déduit T est une homothétie

Propriété : Soit T une transformation du plan P et k e R’

T est une homothétie si et seulement si T transforme deux points M et N du plan en deux points M’
et N'tel que :M N’ =k MN’

2° Propriété caractéristigue de la symétrie centrale

Sion prend k =-1 on trouve la propriété caractéristique de la symétrie centrale

Propriété : Soit T une transformation du plan P

T est une symétrie centrale si et seulement si T transforme deux points M et N du plan en deux

points M’ et N’ tel que :M N’ =—-MN’

3° Propriété caracteéristique de la translation :Soit la translationtl;

oSionatG(M):M'ettﬁ(N)zN’alorsl]=MM' et U=NN" gonc MM'=NN’
Donc MM N N est un parallélogramme donc MN’'=MN
Si T une transformation du planPtqaT (M )=M’ etT (A)=A"tqg AM' =AM

Alors MM '=AA’ en déduit gue T une translation de vecteur u=AA’

Propriété : Soit T une transformation du plan P

T est une translation si et seulement si T transforme deux points M et N du plan en deux points M’
etN' telque :M N ’'"=MN

lIl. Propriété des transformations

Définition ; Un point A est invariant si son image A’ est lui-méme ; c’est-a-dire A’ = A.
Propriétél : Dans une symétrie de centre |, seul le centre de symétrie, | est un point invariant
Dans une symétrie axial d'axe A , les points invariants sont les points de la droite A .

Dans une translation de vecteur # # 0, il n’y a aucun point invariant.

Propriétés de la translation : Propriétés de conservation

La Translation conserve 'alignement des Points et le coefficient d’alignement.

La Translation conserve le Milieu.

La Translation conserve la distance.

La Translation conserve la mesure des angles.

La Translation conserve le Parallélismes et I'orthogonalité.

Propriéts de La symétrie centrale :

Propriétés de conservation :

La symétrie centrale conserve I'alignement des points et le coefficient d’alignement.
La symétrie centrale conserve le milieu.

La symétrie centrale conserve la distance.

La symétrie centrale conserve la mesure des angles.

La symétrie centrale conserve le parallélisme et 'orthogonalité.
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Propriéts de La symétrie axiale :
Propriétés de conservation
La symétrie axiale conserve 'alignement des points et le coefficient d’alignement.
La symétrie axiale conserve le milieu.
La symétrie axiale conserve la distance.
La symétrie axiale conserve la mesure des angles.
La symétrie axiale conserve le parallélisme et I'orthogonalité
Propriéts de L’homothétie
Propriétés de conservation
L’homothétie conserve I'alignement des points et le coefficient d’alignement.
L’homothétie conserve le milieu.
L’homothétie ne conserve pas les distance.
L’homothétie conserve la mesure des angles.
L’homothétie conserve le parallélisme et I'orthogonalité.
V) images des figures par les transformations
Dimage d’une figure par une Translation:
e L’image d’'une droite par une translation est une droite qui lui est paralléle.
e L’'image d’une demi-droite par une translation est une demi-droite qui lui est paralléle.
e L’'image d’un segment par une translation est un segment de méme longueur.
e L’'image d’un cercle par une translation est un cercle de méme rayon.
2)image d’une figure par une symétrie centrale:
e L’'image d’une droite par une symétrie centrale est une droite qui lui est paralléle. L'image
d’'une demi-droite par une symétrie centrale est une demi-droite qui lui est paralléle.
e L’'image d’un segment par une symétrie centrale est un segment de méme longueur.
e L’image d’un cercle par une symétrie centrale est un cercle de méme rayon.
3)image d’une figure par une symétrie axiale:
e L’image d’'une droite par une symétrie axiale est une droite qui ne lui est pas paralléle que si
la droite est paralléle a I'axe de la symétrie.
e L’'image d’une demi-droite par une symétrie axiale est une demi-droite.
e L’image d’'un segment par une symeétrie axiale est un segment de méme longueur.
¢ L’image d’'un cercle par une symétrie axiale est un cercle de méme rayon.
4)image d’une figure par une symétrie homothétie:
¢ L’image d’une droite par une homothétie est une droite qui lui est paralléle.
e L’image d’une demi-droite par homothétie est une demi-droite qui lui est paralléle.
¢ L’image d’'un segment par homothétie est un segment.
e L’'image d’un cercle par homothétie est un cercle.
Exercice 1 : ABCD Un losange de centre O et | le milieu du segment [AB] etJ le milieu

Du segment [AD]

1) Faite une figure
2) Déterminer S, (A) et S, (B) et S, (O) et s, ((AB))

3) Déterminer S, (B)et S, (A) etS ., (0) et
Sac) ([AB]) €tSuc) (1) ets;, ((O1))
4) Déterminer t. (A) et t;(B) ett; ([OB])

Solution :1) La figure
2) Sy (A)=C Car OA =0C

So(B)=D Car OB =0D
S, (0)=0 Car O estinvariant
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donc s, ((AB))=(CD)

S, (A)=C
ona S0 (A)
So(B)=D

Etona (AB)||(CD) car L'image d’'une droite par une symétrie centrale est une droite qui lui est

paralléle.

3)

*Suc)(B)=D car (AC) estla médiatrice du segment [BD ]

(A)
)

(¢

*Siuc)(A)=A cartous les points de la droite (AC )sont invariants
*S(,)(0)=0 car O €(AC) et tous les points de la droite (AC )sont invariants

eOna S(AC)(A):A donc S AB |)=[AD
s (8)=D we)([AB])=[AD]

eOn al le milieu du segment [ AB] ets ., ([AB])z[AD] donc S(AC)(I ) est le milieu du segment
[AD] donc c’est J donc S, (1)=1

Siac, (0)=0

(AC)

eOna donc S (O1'))=(0J)
{S(Ac)(l)_‘:l (AC)( )

4)

«On a ABCD un losange doncAD =BC c'est-a-dire : t.(A)=D

BC
¢On aABD un triangle et I le milieu du segment [AB] et J le milieu du segment [AD]

DoncBD =21J eton a O le milieu du segment [BD] donc BD =2BO

Alors 2BO =21J par suite BO =1J donc t;(B)=0

eOna BO =1J et O le milieu du segment [BD] donc BO=0D

Donc OD = IJ c'est-a-dire : t;(0)=D etona t;(B)=0 parsuite : t([0B])=[DO]
Exercice 2: ABCD Un rectangle de centre O et S, est la Symétrie axiale d’axe (BD)
Les points : A’ , C' les images respectives des points A , C par S(BD)

Montrer que : AA'CC'est aussi un rectangle

Solution : On a: S, (A)=A' et S, (C)=C’ et O le milieu du segment [AC]

Donc S(BD)(O) =0’ est aussi le milieu du segment [A'C’] car la symétrie axiale conserve le milieu
Or: Oe(BD)donc: S (0)=0

Donc : O le milieu du segment [A'C']et de [AC]

Donc : les segments [A'C'] et de [AC]ont le méme milieu O

Par suite AA'CC' est un parallélogramme

Etonaaussi: Sy, (A)=A" et S, (C)=C' donc AC = A'C'(car la symétrie axiale
Conserve les distances) Par conséquent : AA'CC’ est aussi un rectangle
Exercice3 : Soient trois points fixes A . B et Cdu plan

Soit E un point du plan tel que : EA—EB+EC =0

1) Montrer que : E est 'image du point A par la translation de vecteur BC

2)a) Faire une figure

b) Représenter le point : F est 'image du point B par la translation de vecteur AC
Et Montrer que :C est le milieu [EF]
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Solution :1) On a: EA—EB+EC =0 signifie que : MA+BM +MC =0 .
Signifie que : EA+BC =0 = e B

Signifie que : AE =BC c'est-a-dire  BCEAest un parallélogramme 3
. (o
Par suite : t,- (A)=E ;“s A

2)a) la figure -

On a: F estlimage du pointB par la translation de vecteur AC donc :
Ui (B) =F - -
C’est-a-dire : AC =BF donc ACFB est un parallélogramme par suite : AB=CF (1)
On a aussi : BCEAest un parallélogramme donc : EC=AB (2)

De (1) et (2) on obtient: EC =CF Par conséquent :C est le milieu [EF]

Exercice 4 : Soit ABCD un trapéze tel que : DC =2AB
Soit | le milieu du segment [CD] et J un point tel que : ACJD est un parallélogramme

On considére la translation t.5 de vecteur AD

1) Déterminer les images des points A et C par la translation

2) Montrer que : t,5(B) =1

3) En déduire que : (13)]/(BC)

Solution : 1) Déterminons les images des points A et C Par la translation U5

o Déterminons tg (A)?

Soit A' est 'image du point A par la translation U5 A :

Cela signifie que : AA' = AD cest-a-dire A'=D

Donc: t,5(A)=D D f— 4 ,C
e Déterminons t,5(C)? o~ )
Soit C' est I'image du point C par la translation U5 cela signifie que : - \."‘IJ

CC'=AD -

Et puisque : ACJD est un parallélogramme donc : AD =CJ

Alors : CC'=CJ c'est-a-dire C'=J donc: t;5(C)=1J

2) Montrer que : t,5(B) =1

Ona: CD=2AB et | le milieu du segment [CD] donc : AB=DI Par suite ABID est un
parallélogramme.

Donc : BI = AD et par suite : t,5(B)=1

3) déduction que : (13)|[(BC) 2

Puisque : t,5(C)=J et t,5(B)=1 d'aprés la propriété caractéristique de la translation on a :
BC =1J et par suite : (13)]I(BC)

Exercice 5 : Déterminer dans les cas suivants le rapport k de I’'homothétie h de centre A et qui
transforme B en C

1)3AC +2AB =0 2)@:—%@ 3)3AB=2AC  4) BC=-3AB

Solution: Soit h(A k) 'lhomothétie h de centre A et de rapportk et h(B)=C
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h(B)=C Equivauta: AC =kAB

1) 3AC+2AB=0 Equivauta: E:—gﬁ
. R 2 2

Equivaut a : k:_§ donc h(A,—gj
2 = 24—

2) CA:—EAB Equivaut a : AC:EAB

Equivauta: k =§ donc h[A,gj

3) 3AB=2AC Equivauta: E:gﬁ équivaut a : k=g donc h[A,g)

4) BC=-3AB Equivauta: BA+AC=-3AB

Equivauta: AC =-3AB+AB

Equivauta: AC =-2AB

Equivauta: k=-2 donc h(A,-2)

Exercice 6 : ABCD un parallélogramme et | et J deux points tels que :CI :éﬁ et 1J=DC
1) Faite une figure

2) Monter que la droite (BJ) est image de la droite (Al) par la translation tﬁ et que peut-on en

déduire pour les droites (BJ) et (Al) ?

3) Soit 'lhomothétie h de centre | qui transforme le point B en C
a) Montrer que h((AB))=(CD)

b) Montrer que le rapport k de 'lhomothétie est k =-2

4) Soit le point K tel que : KI =2AB

a) Montrer que h(J)=K

b) Montrer que : Al :%CK

Solution :1) La figure =

On a : ABCD parallélogramme donc DC = AB
Etona IJ=DC donc IJ=AB cadt,(1)=J

OnaAB=AB donc t (A)=B

Onadonc:{tﬁ(l):\J alors t ((Al))=(BJ) 5

ts(A)=B
Déduction : on sait que L'image d’une droite par
une translation est une droite qui lui est paralléle donc (Al)[|(BJ)

3)a)on a h(B) =C et on sait que L’'image d’une droite par une homothétie est une droite qui lui
est paralléle et donc passe par limage de B cad C donc h((AB))=(CD)

3)b) ona h(B)=C donc IC=kIB
Et on sait queazgﬁ donc 3CI = 2CB

Donc : 3Cl = 2(a+@) c’est-a-dire : 3CI =2CI +2IB
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Donc 3CI —-2CI =2IB
C’est-a-dire : CI =21B donc I1C =-2IB
Par suite: k=-2

Ona IJ=DC etona KI =2AB donc KI =21J donc : IK=-21J Parsuite: h(J)=K
h(3)=K
h(B)=C

Donc H&H:H—ZQH alors HRH:|—Z|H§H c’'est-a-dire : CK =2BJ

donc CK =-2BJ d’aprés la propriété caractéristique de 'homothétie

4)b) On a: {

Etona 1J = AB donc ABJI parallélogramme donc BJ = Al

Donc CK =2Al par suite : Al :%CK

Exercice7 : Soit deux points A et B du plan et soit hune transformation du plan qui transforme
chaque pointM en M'tel que : MA-2MB-MWM =0

1) Déterminer les points invariants par la transformation h

2)Montrer que : h est une homothétie et trouver le centre et le rapport k de cette homothétie
Solution : 1) Déterminons les points invariants par la transformationh

Soit Q un point invariant par la transformationh

Q un point invariant par la transformationh signifie que : h(Q) =Q
Signifie que : QA—20B-0Q =0

Signifie que : Q—A—2<Q—A+ﬁ)+6:5

Signifie que : QA—20A-2AB=0

Signifie que : —OA-2AB=0

Signifie que : AQ =2AB

Donc : le point invariant par la transformationh vérifie : AQ =2AB
2)Montrons que : h est une homothétie

SoitM un point du plan eth(M) =M’
Equivauta: MA-2MB-MM =0
Equivaut & : (WZ+Q—A)—2(W2+@)—(W+W):6

Equivauta: M'Q+QA-2M'Q-20B-M'Q—OM =0
Equivaut & : —2M'Q+(Q—A—2@)—£W=6 et puisque : AQ=2AB alors: AQ-2AB=0

L R = 7 = < — 1 —
Equivauta: -2M'Q—QM =0 c’est-a-dire : QM :EQM

. ” 1
Cela veut dire que : h est une homothétie de centre Q et de rapport : k = >

Exercice 8 : Soit ABCD un trapéze tel que : DC =2AB et tels que les points AetB sont fixes et
AB =2 etles points C et D sontvariables avec : AD =3et E un point tel que : AE =2AB
1) Déterminer I'ensemble (E) des points D

2) Déterminer 'ensemble (F) des points C lorsque D varie dans I'ensemble (E)
3) Représenter les ensemble (E)et (F)

Solution : 1) Déterminons 'ensemble (E) des points D
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Ona: D e(E)signifie que : AD=3 (E)
Et par suite 'ensemble (E)est le cercle de centre A estde

Rayon :r=3

2) déterminons I'ensemble (F) des points C lorsque D

varie dans 'ensemble (E)
Ona: DC=2AB cela signifie que : t,; (D)=C ‘
Et puisque I'ensemble (E) des points D est le cercle ‘
de centre A estderayon r=3 *

Alors (F)est limage (E)par la translation t .

Par suite (F) est le cercle de centre t . (A) estde rayon r=3

Orona: AE =2AB cala signifie que : t(A)=E
Par conséquent : (F) est le cercle de centre E estde rayon r=3
3) Voir la figure

Cest en forgeant que 'on devient forgeron » Dit un proverbe.

Cest en Sentrainant régulierement aux calculs et exercices
Que l'on devient un mathématicien

L
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